﻿P S ALEKSANDROV INTRODUCERE ÎN TEORIA MULTILOR ŞI TOPOLOGIA GENERALĂ Aprobat de Ministerul Superior şi învăţământul secundar de specialitate al URSS ca ajutor didactic pentru studenții specialităților matematice institutii de invatamant superior EDITURA "NAUKA" EDIȚIA PRINCIPALA LITERATURA FIZICĂ ȘI MATEMATICĂ Moscova , A UDC , A participat la scrierea cărții V I ZAYTSEV și V V FEDORCHUK Introducere în teoria mulțimilor și topologia generală Alexandrov P S Ediția principală a literaturii fizice și matematice a editurii Nauka, M , , pagini Primele trei capitole ale cărții sunt o prezentare a faptelor teoriei mulțimilor din punctul de vedere așa-zis "naiv" Capitolele - prezintă principalele fapte topologice referitoare la spațiile metrice și topologice O atenție deosebită este acordată teoremelor de metrizare și conceptelor de compactitate (bicompactitate) și paracompactitate Cartea este un manual pentru studenții facultăților de fizică și matematică din universități Poate fi folosit și de studenții absolvenți de diferite specialități care au nevoie de teorie și topologie a mulțimilor Cartea poate fi privită ca o introducere în secțiunile moderne ale topologiei generale bolnav , bibl - A ( )- CUPRINS Cuvânt înainte Capitolul întâi Pe seturi infinite § Conceptul de multime § Submulţimi Operații pe platouri § Corespondenţa unu-la-unu între mulţimi Maparea unui set cu altul Împărțirea unui set în subseturi Stabiliți familii și învelișuri § Teoreme asupra mulţimilor numărabile § Conceptul de mulţime parţial ordonată şi (liniar) ordonată ' * § Compararea puterilor Capitolul doi Numere reale § Definiția lui Dedekind a unui număr irațional § Secţiuni din mulţimea numerelor reale Limite superioare și inferioare § Acțiuni asupra numerelor reale § Descompunerea numerelor reale în fracţii binare Puterea continuumului Capitolul trei Seturi ordonate si bine ordonate Numere transfinite § Seturi comandate • § Definiţie şi exemple de mulţimi bine ordonate ■§ Teoreme fundamentale asupra mulţimilor bine ordonate § Numere transfinite numărabile (numere ordinale de clasa a II-a) Conceptul de finalitate Axioma alegerii § Teorema lui Zermelo § Teoreme asupra numerelor cardinale § Numere ordinale regulate si neregulate Despre cea mai mică inițială număr la care tipul ordinal dat este cofinal Capitolul patru Spații metrice și topologice § Definiții și proprietăți elementare ale spațiilor metrice și topologice § Mapări continue § Conectivitate A, o submulțime a mulțimii A este și mulțimea {a}, constând numai din acest element Adesea vom omite parantezele și vom desemna mulțimea {a} cu a Submulțimea mulțimii A, constând din toate elementele care îndeplinesc condiția dată , se va nota cu {a (EL: a satisface } § ] SUBSEURI OPERAȚII PE SUPERSEURI Să presupunem că avem o colecție (finită sau infinită) de mulțimi La*) Luați în considerare mulțimea acelor elemente care aparțin cel puțin uneia dintre mulțimile incluse în colecția dată Mulțimea tuturor acestor elemente se numește suma (sau uniunea) mulțimilor care formează colecția dată Unirea mulțimilor se notează cu U; de exemplu, A U B este uniunea mulțimilor A și B \ uniunea tuturor mulțimilor A dintr-o colecție dată de mulțimi se notează cu U A Dacă colecția este formată din mulțimi La, unde a A € trece printr-o mulțime de indicii A, atunci unirea lor se notează cu U Aa sau doar prin U Aa Dacă co-ae A a numărul este format din mulțimile An, unde n trece prin toate numerele naturale , , , , apoi uniunea lor se notează cu che- tăiați U Ap sau LhL iL i- n = De exemplu, mulțimea tuturor numerelor întregi este uniunea mulțimii tuturor numerelor pare și a tuturor numerelor impare și, de asemenea, uniunea: setează Ar din toate numerele impare care nu sunt divizibile cu trei, setează A din toate numerele pare, mulţimile A ale tuturor numerelor divizibile cu trei (în acest caz, mulţimile Aj şi A au elemente comune - numerele divizibile cu ) Luați în considerare acum operația de scădere a mulțimilor Să avem două seturi A și B (dintre care al doilea poate să nu fie conținut în primul) Diferența mulțimilor A și B este mulțimea acelor elemente ale mulțimii A care nu sunt elemente ale mulțimii B Diferența mulțimilor A și B se notează cu A \ B Trecem la a treia și ultima operație de bază asupra mulțimilor - operația de a lua partea comună, sau intersecție, a mulțimilor Să avem din nou o colecție finită sau infinită de mulțimi La Să numim intersecția acestor mulțimi mulțimea acelor elemente care sunt conținute în toate mulțimile date (mulțimea elementelor comune tuturor mulțimilor La) Intersecția este indicată prin semnul L; de exemplu, ApB este intersecția mulțimilor A și B Intersecția tuturor mulțimilor A dintr-o colecție dată de de mulțimi este notată cu P L; €$ *) Indicii a, p, (care pot lua, de exemplu, valorile , , , ) servesc la distingerea elementelor unei colecții date: de exemplu, vorbim despre mulțimile Aa, Ap, Ay ale unei colecții date de mulțimi PE SETURI INFINITE [CH intersecţia mulţimii de mulţimi Aa, unde a trece printr-o mulţime de indici A, se notează cu Q Aa sau cu Q Aa; A a în special Q An = Ar L A P A l • • n= Exemple Notăm cu An mulțimea tuturor numerelor raționale a căror valoare absolută este mai mică decât (unde n este un număr) Intersecția Q Ap a tuturor mulțimilor An este formată dintr-un P= numarul Notați cu An mulțimea tuturor pozitive eu D) numere raționale mai mici decât - În acest caz, nu există un singur element comun tuturor mulțimilor An, adică încrucișarea valoarea Q An a tuturor multimilor An este multimea goala P= Din proprietățile evidente ale acțiunilor, adunarea, intersecția și scăderea, notăm Comutativitate: A(jB = B(jA, alv=vla Asociativitate: (А UВ)UС \u d I U (ВиQ \u d l și UС, (A L V) L S \u d A P (V L S) \u d A L V L S Distributivitatea (intersecții în ceea ce privește adăugarea): (A U B) L C \u d (A l C) U (VLS), în general (UAa)nB = U(Aa L B) a a și mai departe, (A \ B) A C \u d (A L C) \ B \u d (A L C) \ (B L C), A\B = A\(ALB), A = (AlB)u(A\B) Aproape la fel de evidente sunt următoarele relații de dualitate (adăugare și intersecție): Pentru orice colecție (finită sau infinită) de submulțimi Aa dintr-o mulțime arbitrară dată X, avem § SUBSEURI OPERAȚII PE DECORATORI unsprezece identități x\(pa=U(x\Aj, (i) a a x\ila = p|(x\la) ( ) a a Demonstrațiile ambelor formule ( ) și ( ) sunt complet analoge și sunt efectuate automat Să demonstrăm, de exemplu, formula ( ) Fie x € X\ Q Ax-Et° înseamnă că x nu aparține cel puțin lui a unui Xa, adică că x aparține cel puțin unui X\Xa, adică x > U(X\ a) Prin urmare, partea stângă a formulei ( ) conține locuiește pe partea dreaptă Fie, invers, x e U(X\ - a); aceasta înseamnă că x îi aparține se află cel puțin un X \ Xa, prin urmare, x nu poate aparține tuturor Aa, adică x nu aparține Q Aa, prin urmare, x at-a X\Q\ a aparține Astfel, partea dreaptă a formulei ( ) și este un subset al părții stângi Formula ( ) este dovedită Pentru a încheia această secțiune, să vorbim despre secvențe descrescătoare și crescătoare de mulțimi Setați secvența Ац •••" An, ••• ( ) se numeste descrescator, corespunzator crescator, daca pentru orice n avem An^An+ , respectiv, An^An+ , Daca, in plus, pentru toate n, relatii mai puternice An^An+ , respectiv, atunci sirul ( ) se numește strict descrescător [strict crescător] Este ușor de observat că intersecția (respectiv, suma) oricărei subsecvențe infinite a șirului descrescător (respectiv, crescător) ( ) coincide cu intersecția (respectiv, suma) întregului șir ( ) Orice colecție (finită sau infinită) de mulțimi este numită disjunctivă sau constând din mulțimi disjunctive dacă intersecția oricăror două (distinte) mulțimi incluse în această colecție este goală PE SETURI INFINITE [CH § Corespondenţa unu-la-unu între mulţimi Maparea unui set cu altul Împărțirea unui set în subseturi Setați familii și acoperiri Dacă două mulțimi constau din același număr finit de elemente, atunci este posibil să se stabilească o corespondență unu-la-unu între elementele acestor mulțimi, adică o astfel de corespondență în care fiecărui element dintr-o mulțime să corespundă unul și numai un element al celuilalt set și invers; dacă numărul de elemente din primul set este mai mic decât al doilea, atunci se poate stabili o corespondență unu-la-unu între primul set și o parte a celui de-al doilea Conceptul de corespondență unu-la-unu în esență nu implică faptul că mulțimile între ale căror elemente se stabilește această corespondență sunt în mod necesar finite Să dăm exemple de corespondențe unu-la-unu între mulțimi infinite Mulțimea A este formată din toate numerele întregi pozitive, mulțimea B este formată din toate numerele întregi negative Evident, vom obține o corespondență unu-la-unu între mulțimile A și B dacă atribuim fiecărui număr pozitiv un număr negativ cu aceeași valoare absolută Mulțimea A este formată din toate numerele întregi pozitive, mulțimea B este formată din toate numerele pare pozitive Obținem o corespondență unu-la-unu între A și B dacă atribuim fiecărui număr n e A numărul n e B Mulțimea A este formată din toate punctele unei drepte (pe care o vom lua drept axa de abscisă a unui sistem de coordonate) *) Mulțimea B este formată din toate punctele semicercului x +(Y- ) = , Y ' * astfel încât în acest caz fiecare element primește un singur număr n și fiecare număr natural n este dat ca număr unuia și numai unui element din mulțimea noastră O multime infinita care nu este numarabila se numeste multime nenumarabila O corespondență unu-la-unu între două mulțimi sau, după cum se spune, o mapare unu-la-unu a unei mulțimi la alta, este un caz special al conceptului general de mapare: dacă într-un fel fiecare element x al unui multimea X este asociata cu un anumit element y al unei multimi Y, atunci scriem f: X -> Y si spunem ca exista o mapare a multimii X la multimea Y, sau o functie f> al carei argument trece prin mulțimea X, iar valorile aparțin mulțimii Y Pentru a arăta că un element dat y este atribuit unui element x, scrieți y = f(x) și spuneți că y are imaginea elementului x sub maparea dată f În acest caz, vom scrie adesea y = fx în loc de z/ = /:(x), deoarece scriem r/ = sinx sau ț/ = logx, și nu sin(x), log(x) Se poate întâmpla ca fiecare element al mulțimii Y să fie asociat cu cel puțin un element al mulțimii X În acest caz, spunem că avem o mapare a mulțimii X pe mulțimea Y Cel mai important caz de mapări este cazul unei mapări de la un set la altul Cazul general al unei mapări de la un set la altul poate fi ușor redus la acesta Într-adevăr, să fie dată o mapare f a unei mulțimi X într-o mulțime Y; mulţimea Yx a tuturor acelor elemente ale mulţimii Y care, în virtutea mapării f, sunt atribuite cel puţin unui element al mulţimii X, numim imaginea mulţimii X sub maparea f şi o notăm cu f( X) sau prin fX Evident, avem o mapare a mulțimii X pe mulțimea Yx = fX s Y USD] SETARE HARTĂRI ȘI ACOPERURI Fie f: X -* Y și Xo o submulțime nevidă a lui X Restricția unei mapări f la Xo este maparea f Xo -> Y definită de egalitatea f\x x = fx, x e X Definiție Să fie dată o mapare f a unei mulțimi X pe o mulțime Y Fie y un element arbitrar al mulțimii Y Preimaginea sau preimaginea completă a unui element y sub maparea f este mulțimea tuturor acelor elemente ale mulţimea X căreia i se asociază elementul dat y'£ în maparea f X Această mulţime se notează cu f"x(z/) sau f~ly Maparea f a mulțimii X pe mulțimea Y este în mod evident unu-la-unu dacă și numai dacă preimaginea f" ^) a fiecărui element al mulțimii Y constă dintr-un singur element al mulțimii X Să fie dată o mapare f: X -> Y a unei mulțimi X într-o mulțime Y, iar M să fie o submulțime arbitrară a mulțimii X Imaginea mică a mulțimii M sub maparea f este mulțimea tuturor punctelor y C Y ale căror preimagini sunt cuprinse în M Imaginea mică a mulţimii M se notează cu f #M Astfel, avem f#M = {y£Y: f^y^M} Este ușor de verificat că f*M = Y\f (X\M) Din definirea unei imagini mici rezultă că fiecare element al lui y C Y, care, în virtutea corespondenței f, nu este atribuit niciunui element al mulțimii X, aparține imaginii mici a oricărei mulțimi M Prin urmare, conceptul a unei imagini mici este cel mai natural pentru mapările "pornite", deoarece numai în acest caz, imaginea mică este mai mică (nu mai mare decât) imaginea, adică f*M o pentru care o = X Multiplicitatea unei familii de mulțimi o într-un punct dat x C X - pe scurt crho - este cardinalitatea mulțimii tuturor elementelor o care conțin punctul x Se spune că o familie este finit-multiplu sau finit punctual dacă pentru orice x ⊂ X numărul kxo este finit O familie de mulțimi o se numește stea-finită (stea-numărabilă) dacă fiecare element al familiei intersectează doar un număr finit (numărabil) de elemente din această familie Fie a = {A} și p = {B} acoperiri ale aceleiași mulțimi X Spunem că p este înscris în a dacă fiecare element B al lui p este conținut în cel puțin un element A al lui a În special, p este înscris în a dacă p este o subacoperire a lui a Conceptul de acoperire și conceptele conexe vor juca un rol important în capitolul § Teoreme asupra mulţimilor numărabile Ne întoarcem la demonstrarea următoarelor teoreme Teorema Orice parte a unei multimi numarabile este fie o multime finita, fie o multime numarabila Dovada Fie A o mulțime numărabilă Pe baza definiției unei mulțimi numărabile, avem dreptul să presupunem că toate elementele mulțimii A sunt numerotate și, prin urmare, mulțimea în sine poate fi reprezentată ca o succesiune infinită alt ag, a , ( ) Fie A' o parte a mulţimii A şi fie aPx primul element al şirului ( ), care este în acelaşi timp un element al mulţimii A'; fie an* al doilea astfel de element din secvența ( ), și așa mai departe Sunt posibile doar două cazuri: fie noi, după un număr finit de pași, epuizăm întregul set M' care ajunge în acest § ] TEOREME ASUPRA MĂRIMILOR NUMERABILE caz cu o mulțime finită, sau obținem o succesiune infinită La format din toate elementele lui A' Notând pentru simplitate '^ cu a'k, vedem că A este o mulţime numărabilă Teorema Suma unui număr finit sau numărabil de mulțimi finite sau numărabile este o mulțime finită sau numărabilă (Mai mult, este evident că dacă cel puțin un termen este infinit, atunci suma nu poate fi finită și, prin urmare, există o mulțime numărabilă ) Dovada Fie mulţimile date Ap A , , Al, ; să notăm suma lor cu A Să notăm cu Рѣ mulțimea tuturor numerelor prime, cu Р mulțimea tuturor numerelor care sunt pătrate de numere prime, în general, prin Рп mulțimea tuturor numerelor care sunt puteri a n-a de numere prime Mulțimile Pn sunt mulțimi numărabile disjunse Să presupunem mai întâi că mulțimile An sunt disjunse Deoarece fiecare dintre aceste mulțimi este finită sau numărabilă, este posibil să se stabilească o corespondență unu-la-unu între mulțimea An și mulțimea Pn sau o parte a acesteia Dar aceasta va stabili o corespondență unu-la-unu între întreaga mulțime A și o parte a mulțimii tuturor numerelor naturale, de unde rezultă că mulțimea A este cel mult numărabilă În cazul general, când există mulțimi care se intersectează între mulțimile An, se stabilește l; \u d l m l; \u d l \l;, l; = n\(A^u il; i), Mulțimile Λ' sunt mulțimi disjunctive finite sau numărabile având aceeași sumă Λ ca și mulțimile Λ, de unde rezultă că Λ este finită sau numărătoare A doua dovadă (o dăm, de dragul simplității, doar pentru cazul unei mulțimi numărabile de mulțimi numărabile disjunse în perechi) Fie seturile numărabile date Lі = {Яц, # " # " • • • > # П> • • •}, L = {# > # " # " • * • "# p" * * • }> ^ = {# > # " # " * * * "# p> * * * }, t |#ml> #zzz " #lgZ" • • • > #tlp> • • • / > Apoi, mulțimea A \u d (J An poate fi după cum urmează pentru- P scris sub forma unei secvențe de numărare: # " # > # " # " # " # " # " # " # " # " * • • PE SETURI INFINITE [CH Teorema Orice mulțime infinită M conține o submulțime numărabilă Dovada Deoarece M este infinit, putem găsi două elemente distincte în M, pe care le notăm cu at și bx Dar mulțimea M nu este epuizată de aceste două elemente, astfel încât este posibil să găsim în M un element diferit de a, iar bz\ M nu este, de asemenea, epuizat de cele trei elemente a, b, a , astfel încât să existe este un al patrulea element b , diferit de cele trei deja alese Continuând procesul nostru, selectăm din setul M nici măcar unul, ci două seturi numărabile: D = {an a , a , B = b , b , care demonstrează teorema noastră Faptul că am obținut două mulțimi numărabile disjunse ne permite să întărim formularea Teoremei în felul următor Fiecare mulțime infinită M conține o mulțime numărabilă A, în plus, astfel încât M \ A este o mulțime infinită (deoarece M \ A conține o mulțime numărabilă B) Teorema Dacă M este o mulțime nenumărabilă*) și A este o mulțime finită sau numărabilă conținută în M, atunci M și M\A sunt echivalente între ele, Într-adevăr, mulțimea M\A este nenumărabilă (deoarece dacă U\D ar fi finită sau numărabilă, atunci, în virtutea teoremei , mulțimea A = U(A \A) ar fi finită sau numărabilă) Pe baza teoremei , o mulțime numărabilă A± poate fi distinsă de mulțimea M\A Se notează partea rămasă (A \ D) \ At a mulţimii M prin N Avem L \ A \u d A UN, M = (A(jA )(jN Să stabilim o corespondență unu-la-unu între mulțimile numărabile Dx și A U A și să punem fiecare element al mulțimii N în corespondență cu el însuși Aceasta va stabili o corespondență unu-la-unu între M \ A și M, care urma să fie demonstrată Teorema Adăugând o mulțime numărabilă sau finită B la o mulțime infinită A, obținem o mulțime A{]B echivalentă cu mulțimea A Într-adevăr, dacă A este numărabil, atunci A U B este numărabil în virtutea teoremei și, prin urmare, este echivalent cu mulțimea A Dacă A *) Existența mulțimilor nenumărate va fi dovedită în § al acestui capitol § ] TEOREME ASUPRA MĂRIMILOR NUMERABILE este de nenumărat, atunci A și B sunt de asemenea nenumărabili; putem, deci, obține o mulțime A scăzând dintr-o mulțime nenumărabilă A U B o mulțime finită sau numărabilă B, deci, pe baza teoremei anterioare, A U B și A sunt echivalente Teorema Orice mulțime infinită A conține o parte propriu-zisă A', care este echivalentă cu întreaga mulțime A (mai mult, putem presupune că A \ A' este o mulțime infinită), Într-adevăr, dacă A este o mulțime numărabilă, atunci separând de ea (prin teorema ) o submulțime numărabilă A' (astfel încât A \ A' să fie infinită), obținem imediat dovada afirmației noastre Dacă A este nenumărabil, atunci, separând de A orice mulțime numărabilă Ao, obținem partea A = A\A', care este echivalentă cu mulțimea A prin teorema Deoarece nicio mulțime finită nu conține o parte echivalentă cu întreaga mulțime, teorema exprimă o proprietate caracteristică a mulțimilor infinite, adică o proprietate care aparține oricărei mulțimi infinite și numai mulțimilor infinite Acest lucru ne permite să luăm proprietatea exprimată de teorema ca definiție a mulțimilor infinite Următorul simplu are o mulțime de aplicații Teorema Mulțimea Ρ a tuturor perechilor de numere naturale* este numărabilă Dovada Numim înălțimea unei perechi (p, q) număr natural p + q Evident, există exact n - perechi de înălțime dată n (n > ), și anume ( , n - ), ( , n - ), , (n - I, I) Prin urmare, notând cu Pn mulțimea tuturor perechilor de înălțime n, vedem că mulțimea P este suma unei mulțimi numărabile de mulțimi finite Pn, adică o mulțime numărabilă Deoarece fiecare număr fracționar pozitiv corespunde unu-la-unu cu o fracție ireductibilă y și, în consecință, cu o pereche de numere naturale (p, q), atunci, pe baza teoremelor și , toate numerele fracționale pozitive formează o mulțime numărabilă Mulțimea tuturor numerelor fracționale negative este, de asemenea, numărabilă Asa de: Teorema Mulțimea tuturor numerelor raționale (adică, întregi și fracționale) este numărabilă *) O pereche de numere naturale se înțelege ca două numere naturale (nu neapărat diferite), date într-o anumită ordine Astfel, ( ), ( ), ( ), etc sunt perechi distincte de numere naturale PE SETURI INFINITE IGL G O pereche de numere naturale este un caz special al unei secvențe finite Рі> Р > Рт numere naturale *) Demonstrăm propoziția generală: Teorema Mulțimea S a tuturor secvențelor finite* compuse din elemente ale unei mulțimi numărabile date D este o mulțime numărabilă Dovada (prin inducție completă) Din teorema rezultă că mulțimea de perechi compusă din elemente ale unei mulțimi numărabile D este o mulțime numărabilă Să presupunem că se dovedește numărabilitatea mulțimii Sm din toate secvențele formate din m elemente ale unei mulțimi numărabile date D Să demonstrăm că mulțimea S a tuturor secvențelor formate din m - elemente ale mulțimii D este și numărabilă Într-adevăr, să D = \dlf d , • , dn } Fiecărei secvențe s(w+n = (dZt, • • dim, dk) £Sm+l îi corespunde o pereche (s{m\ dk) unde s(w) = (dZi, , dim) , s , m este numărabil și mulțimea tuturor perechilor (s^, dk) (unu-la-unu corespunzând perechilor de numere naturale de indici r, k), și de aici mulțimea tuturor s(OT+ ) Deoarece fiecare Sm este numărabil după ceea ce s-a dovedit, mulțimea S este și numărabilă, ceea ce trebuia demonstrat Din teorema rezultă o serie de corolare Numim un punct dintr-un plan (și, de asemenea, într-un spațiu tridimensional și în general n-dimensional} rațional dacă toate coordonatele sale sunt numere raționale Evident, un punct rațional dintr-un spațiu n-dimensional poate fi considerat ca o succesiune de n numere raționale Prin urmare, din teorema și numărătoarea mulțimii tuturor numerelor raționale urmează Teorema Mulțimea tuturor punctelor raționale dintr-un spațiu n-dimensional este numărabilă Să numim un "cerc rațional" (și, de asemenea, o sferă rațională a spațiului tridimensional, în general n-dimensional) un cerc (sau sferă) al cărui centru și rază sunt raționale Astfel, cercurile raționale sunt în corespondență unu-la-unu cu triplele (x, r/, r) ale numerelor raționale (x și y sunt coordonatele centrului, iar r este raza) Din aceasta și din considerente similare pentru spațiu, rezultă că mulțimea tuturor cercurilor raționale (precum și mulțimea tuturor sferelor raționale) este numărabilă *) Strict vorbind, o succesiune de n (orice) numere f i , fn este o funcție definită pe mulțimea primelor n numere naturale, cu valori /i=/( ), ft=f( ), ,fn=f(n) USD] SEȚURI COMANDATE În același mod se dovedește Teorema Mulțimea tuturor polinoamelor P (x) \u d aox " + fljX "- + + a "^ x + an ( ) € prin coeficienți raționali este numărabil Într-adevăr, aceste polinoame corespund unu-la-unu șirurilor finite (a , ar, an) numere rationale Un număr complex (în special, real) % se numește, după cum se știe, algebric dacă există un polinom ( ) cu coeficienți raționali care dispare atunci când se substituie x = | Notând cu A(P) mulțimea tuturor rădăcinilor unui polinom dat P(x) cu coeficienți raționali, vedem că mulțimea tuturor numerelor algebrice este suma unei mulțimi numărabile de mulțimi finite A(P), adică a set numărabil Asa de: Teorema (Cantor) Mulțimea tuturor numerelor algebrice este numărabilă În al doilea capitol se va demonstra că mulțimea tuturor numerelor reale este nenumărabilă Numind un număr complex (în special, real) transcendental dacă nu este algebric, obținem ca corolar al teoremelor și o teoremă asupra nenumărabilității mulțimii tuturor numerelor reale (și, prin urmare, chiar mai complexe) transcendentale § Conceptul de parțial ordonat și o mulțime ordonată (liniar) În secțiunea anterioară și, de asemenea, în cursul algebrei elementare, cititorul a avut ocazia să se familiarizeze cu mulțimi ale căror elemente sunt considerate într-o anumită ordine Definiție O mulțime X, formată din elemente arbitrare, se numește parțial ordonată dacă are o "relație de ordine", adică pentru unele perechi x, x' ale elementelor sale (distinte), se știe că unul dintre ele precede altele, de exemplu, elementul precede elementul x', care este scris ca: x x Se presupune că relația de ordine satisface următoarea condiție de tranzitivitate: Dacă x x' este adevărată, atunci mulțimea parțial ordonată se numește ordonată liniar sau ordonată simplu Se spune că o mulțime parțial ordonată este direcționată* dacă pentru oricare două dintre elementele sale x, x' există un al treilea x"" care urmează atât x, cât și x': x">x, x">x' Conceptul de mulțime finită ordonată coincide cu conceptul de succesiune finită constând din elemente diferite (de aici, apropo, rezultă că mulțimea tuturor mulțimilor ordonate finite compusă din elemente ale unei mulțimi numărabile date este numărabilă) Cele mai simple exemple de mulțimi ordonate infinite sunt mulțimea tuturor numerelor întregi și mulțimea tuturor numerelor raționale; în oricare set, un element x este considerat a precede un element x' dacă x Λ Λ , A este echivalent cu L , > ( ) B este echivalent cu Lv, Dacă demonstrăm că în condițiile ( ) mulțimea Λ este echivalentă cu A (și A ), atunci se va demonstra și teorema Cantor-Bernstein Să luăm în considerare o mapare unu-la-unu f a mulțimii A pe mulțimea A Când se afișează f L este afișat pe l , Lxs L " " unele lz cu L , L cu Lx> " " >> L cu L , L a: L " " L cu L etc catre infinit În virtutea aceleiași mapări unu-la-unu /, este evident că L\Ag este mapat la L \L , LX\L " " L \L , L \L " " L \L , L \L " " L \Lv, L \L " " Av\A,, de unde urmează echivalenţa mulţimilor (R\Lx) și (Az\A ) și (L \L ) și (L \L ) și (L \L ) și ( > Să punem acum D = A L Lx P L P L P • •• în PE SETURI INFINITE [CH Apoi, este ușor să verificați identitățile A = D u (A\LX) și (A \A )i u (A \A ) și U (A \A ) și , L \u d Ou (LіKhL,) și (L \lz) și și (L \L ) și " care, evident, poate fi scris astfel: A = [Pu(L \L ) LL \L )u ] u) u[(L\L )u(L \L )u I L = pu(L \L )u(L \L )u ] și I și[(L \L )și(L \L )și ] ) Dar în partea dreaptă a ambelor egalități, prima paranteză pătrată conține aceeași mulțime, în timp ce a doua paranteză pătrată a fiecăreia dintre aceste egalități conține seturi echivalente ( ); stabilind între aceste două seturi ( ) o corespondență unu-la-unu și forțând fiecare element al mulțimii să corespundă cu sine DU( \L )u(L \L )și , obţinem o corespondenţă unu-la-unu între mulţimile A şi Alf, care urma să fie demonstrată După ce demonstrăm imposibilitatea celui de-al patrulea caz în capitolul , putem spune că pentru două mulțimi A și B pot apărea doar următoarele două posibilități: fie mulțimile A și B sunt echivalente (au aceeași cardinalitate), fie una dintre ei, de exemplu A, este echivalent cu partea proprie a celuilalt, B, în timp ce mulțimea B nu mai este echivalentă cu nicio parte a mulțimii A În al doilea caz, spunem că cardinalitatea mulțimii A este mai mică decât cardinalitatea mulțimii B (sau că cardinalitatea mulțimii B este mai mare decât cardinalitatea mulțimii D) Toate considerațiile anterioare despre cardinalitate pot pretinde un interes real doar dacă există diverse cardinalități infinite Acum vom vedea că acest lucru este într-adevăr adevărat: vom demonstra că pentru fiecare mulțime M există o mulțime a cărei cardinalitate este mai mare decât cardinalitatea lui M Vom demonstra o propunere și mai precisă: Teorema Fie X și Y două mulțimi arbitrare nevide care satisfac singura condiție ca Y să fie format din mai mult de un element Multe ori § ] DESPRE COMPARAȚIA PUTERII mapările personale ale unei mulțimi X într-o mulțime Y au cardinalitate mai mare decât cardinalitatea lui X Aici, în mod firesc, considerăm două mapări și mulțimi X într-o mulțime Y diferită dacă pentru cel puțin un element x e X elementele f (x) și / (x) ale mulțimii Y sunt diferite Dovada Notăm cu Yx mulțimea tuturor mapărilor unei mulțimi X într-o mulțime Y În conformitate cu definiția inegalității de putere, trebuie să demonstrăm două afirmații: Există o mapare unu-la-unu a mulțimii X pe un subset al mulțimii Yx Nu există o mapare unu-la-unu a mulțimii X pe întregul set Yx Pentru a demonstra prima afirmație, alegem în mulțimea Y oricare două elemente diferite / și /, iar pentru fiecare element x al mulțimii X construim o mapare fXQ a mulțimii X la mulțimea Y în următorul mod: imaginea lui elementul dat x sub maparea fx* este fXQ(xQ) = y ', iar imaginea oricărui element x e X altul decât x sub maparea fX este fXQ(x)=y" u(xx)=y' Deci, am stabilit o corespondență unu-la-unu între mulțimea X și o parte a mulțimii Yx, Să demonstrăm acum că nu există o corespondență unu-la-unu între mulțimea X și mulțimea Yx Să presupunem că o astfel de corespondență există și notăm cu fi acel element al mulțimii Yx care, în virtutea acestei corespondențe, corespunde elementului g al mulțimii X Obținem contradicția dorită dacă găsim un element f al mulțimii Yx care diferă de toate Un astfel de element f, adică o astfel de mapare a mulțimii X în mulțimea Y, vom construi după cum urmează Se consideră un element arbitrar ț al mulțimii X; imaginea acestui element sub maparea fi este un element /^(|) al mulțimii Y Definim acum f(I) prin stabilirea f(t) = m], unde r] este un element arbitrar al mulțimii Y , ales cu singura condiție ca acesta să fie distinct de elementul f^(|) (această condiție este întotdeauna îndeplinită, întrucât, prin presupunere, mulțimea Y conține cel puțin două elemente) Pretindem că maparea f este diferită de toate mapările D Într-adevăr, dacă f a coincis cu o anumită definiție PE SETURI INFINITE [CH împărţit f\ atunci, în special, pentru elementul % £ X am avea contrar definiţiei mapării f Teorema se demonstrează prin aceasta Observația Teorema enunțată recent, care aparține celor mai remarcabile propuneri ale teoriei mulțimilor, a fost dovedită și, mai mult, prin metoda dată aici, de către fondatorul teoriei mulțimilor, Kantor Această metodă de demonstrare este cunoscută sub numele de procesul diagonal Cantor Să luăm în considerare diverse cazuri speciale ale teoremei lui Cantor În primul rând, să fie mulțimea Y să fie formată din două elemente, să punem elementele și I Apoi fiecărei mapări f a mulțimii X la mulțimea Y îi corespunde o împărțire a mulțimii X în două submulțimi fără elemente comune: submulțimea XJ, constând din toate acele elemente x e X , pentru care f(x) = O, și pe submulțimea X{, constând din elementele rămase ale mulțimii X (adică din acele x e X pentru care f(x) )=I) Concentrându-ne pe submulțimile lui XJ, putem spune că fiecare mapare f a unei mulțimi X într-o mulțime Y, constând din două elemente și , corespunde unei anumite submulțimi X a mulțimii X (și anume, submulțimea Xe) Mai mult, fiecare submulțime Xo a mulțimii X este asociată cu o mapare bine definită a mulțimii X în mulțimea Y (formată din două elemente și I), și anume, maparea f definită de condiția f(x) = O dacă xgX , f(x)=l , dacă xgX\X Astfel, s-a stabilit o corespondență unu-la-unu între mulțimea tuturor submulțimii mulțimii X și mulțimea tuturor mapărilor mulțimii X în mulțimea constând din două elemente și I *) Deoarece acest set de mapări are o cardinalitate mai mare decât mulțimea X, se dovedește Teorema Mulțimea tuturor submulțimii unei mulțimi arbitrare nevide X are o cardinalitate mai mare decât cardinalitatea mulțimii X Observația Afirmația teoremei este valabilă și pentru mulțimea goală X În acest caz, mulțimea tuturor submulțimii mulțimii X conține un element - mulțimea goală - și, prin urmare, are cardinalitatea În același timp , mulțimea X în sine are cardinalitatea Observația Numărul tuturor mapărilor unei mulțimi finite nevide X într-o mulțime finită nevidă Y este egal, așa cum este ușor de demonstrat, cu ba unde a este numărul de elemente ale mulțimii X, i b este numărul de elemente ale mulțimii Y În special, numărul tuturor *) În această corespondență, două submulțimi necorespunzătoare ale mulțimii X corespund la două mapări, dintre care una mapează întregul set X la elementul , iar cealaltă mapează la elementul § ] DESPRE COMPARAȚIA PUTERII maparile unei multimi finite nevide X intr-o multime formata din doua elemente (sau numarul tuturor submultimii unei multimi finite X) este a Prin urmare, în cazul mulțimilor infinite, cardinalitatea mulțimii de mapări X la Y se notează cu ba, unde a și b sunt cardinalitățile mulțimilor X și respectiv Y În special, cardinalitatea mulțimii tuturor submulțimi ale mulțimii X se notează cu a, unde a este cardinalitatea mulțimii X Aceste denumiri sunt incluse în mod logic în teoria generală a acțiunilor asupra puterilor, unde se ia în considerare nu numai exponentiația, ci și acțiunea generală de multiplicare a puterilor ( pentru orice putere a multimii factorilor), precum si actiunea mai simpla de a adauga puteri Vezi despre aceasta § cap Se consideră mulțimea tuturor mapărilor din mulțimea N a tuturor numerelor naturale într-o mulțime formată din două elemente O și Orice astfel de mapare, prin atribuirea fiecărui număr natural a unui număr n egal cu sau , duce la construirea unui succesiune infinită ^ > • • • "^L" • • • > = I > ( ) sau o fracție binară infinită p • • • • u, ' • > ^l" • • • > ^l I > și invers, fiecare astfel de secvență, fiecare fracție binară infinită definește o mapare /, unde f(n) = O sau Astfel, mulțimea tuturor fracțiilor binare infinite are aceeași cardinalitate ca și mulțimea tuturor submulților din seria naturală Notând (cum s-a făcut mai sus) cardinalitatea mulțimilor numărabile cu # , putem spune că cardinalitatea mulțimii tuturor secvențelor ( ) este Ko Astfel, mulțimea tuturor fracțiilor binare infinite este echivalentă cu mulțimea tuturor submulților din seria naturală și, prin urmare, are cardinalitatea ^ Definitia Puterea *(r) se numeste puterea continuumului si se noteaza cu c; este de nenumărat ( ^(r)>A ) Ne vom întâlni cu această putere la sfârșitul capitolului (§ ) Capitolul doi NUMERE REALE § Definiţia lui Dedekind a unui număr iraţional În acest capitol, teoria numerelor reale (reale) va fi construită sub presupunerea că numerele raționale și operațiile aritmetice asupra lor sunt cunoscute Vom completa mulțimea ? a tuturor numerelor raționale cu noi obiecte matematice numite numere iraționale pentru a obține mulțimea tuturor numerelor reale cu algebra și topologia ei Acesta din urmă va fi definit în locul său Mulțimea Rg este o mulțime ordonată fără intervale goale (oricare ar fi cele două numere raționale diferite r' și r", între r' și r" există infinit de numere raționale r, de exemplu: = (r' + r"), r = - ^-(r' + r ), r = y(r'+r )' •••)• După această remarcă preliminară, trecem la expunerea definiției lui Dedekind a unui număr irațional Numim o secțiune a unei mulțimi ordonate X orice partiție a acesteia în două submulțimi disjunse A și B astfel încât pentru orice elemente x C A, y € B avem x , avem iar pentru ca partea dreaptă să fie mai mică de , este suficient să luăm n > • Astfel, oricare ar fi r e A, pentru n suficient de mare este și r + -~ CL, adică nu există cel mai mare număr în Λ În mod similar, se dovedește că nu există cel mai mic număr în B Teorema Pentru orice secțiune (A, B) din mulțimea tuturor numerelor raționale, există doar următoarele trei posibilități: *) Deoarece r = | r | , este suficient să arătăm că nu există un număr rațional pozitiv al cărui pătrat să fie egal cu Probabil că un astfel de număr întreg nu există, deoarece = , iar pentru va fi n ^ Să existe o fracție ireductibilă astfel încât - - Atunci p = q este un număr par Deoarece pătratul unui număr impar este un număr impar, atunci p este un număr par, p = pA (unde p" este un număr întreg), adică p' = q sau q = pf\ înseamnă este un număr par și fracția poate fi redusă Contradicția rezultată dovedește afirmația noastră NUMERE REALE [CH ) fie clasa inferioară A are cel mai mare număr r (atunci clasa superioară nu are cel mai mic număr); ) fie clasa superioară B are cel mai mic număr r (atunci clasa inferioară nu are cel mai mare număr); b) sau, în fine, nici clasa inferioară nu are cel mai mare număr, nici clasa superioară nu are cel mai mic număr Dovada Al patrulea caz logic posibil: în A există un element cel mai mare a, iar în B există un element cel mai mic b-nu se poate realiza, deoarece atunci nu ar exista un număr rațional între numerele a și b Definiția În cazurile ) și ) se spune că secțiunea (A, B) determină un număr rațional r; în cazul ) se spune că secțiunea determină un număr irațional Se spune uneori că un număr irațional este o secțiune Cu toate acestea, în alte construcții ale teoriei numerelor reale, în esență aceleași numere iraționale (de exemplu, K sau n) sunt asociate cu formațiuni complet diferite, de exemplu, fracții zecimale infinite; totodată, se mai spune uneori că un număr irațional este o fracție zecimală infinită (neperiodică) Preferăm în ambele cazuri să spunem că un număr irațional este determinat doar de o secțiune sau de o fracție zecimală infinită etc Să introducem definițiile conceptelor "mai mare" și "mai puțin decât" aplicate numerelor iraționale Să avem un număr irațional g Aceasta înseamnă că avem o secțiune (A%, B%) în mulțimea tuturor numerelor raționale Să introducem următoarea definiție: fiecare număr irațional £ este mai mare decât fiecare a £ A% și mai mic decât fiecare b £ B% Definiția Se spune că un număr irațional g este pozitiv dacă I > și negativ dacă £ g Dacă £ este irațională, atunci fie (A, B) secțiunea care definește £ și b e B\ atunci b > g În mod similar, se dovedește că nu există cel mai mic număr real Teorema Oricare ar fi două numere reale diferite x și puteți găsi infinit de numere raționale închise între ele Este suficient să arătăm că între fiecare două numere reale există cel puțin un număr rațional Teorema este adevărată dacă x și y sunt ambele raționale Fie unul dintre ele, să spunem x, să fie irațional, x = (A, B), iar celălalt rațional Dacă z/>x, atunci y ^ VivB nu are cel mai mic număr Prin urmare, B are un număr (rațional) y' mai mic decât y și mai mare decât x Dacă y ; apoi an > b , a n e B Fie ak, d > , este primul dintre numerele ( ) aparținând lui B Apoi aR £ A, ak £ B, g; luând un a' raţional între g şi a ar obține o contradicție, deoarece a' £ A', a' > g Se poate dovedi exact în același mod că cel mai mic număr din B' este și cel mai mic din B Rămâne de luat în considerare al treilea caz În acest caz, secțiunea (A', B') definește un număr irațional g Deoarece fiecare număr real este conținut fie în A, fie în B, atunci | cuprinse într-unul dintre aceste două seturi Să fie, de exemplu, ££A Dacă ar exista un > £ în A, atunci, luând un a' raţional între £ şi a, am avea un '£A' şi deci a a Într-adevăr, mulțimea M face parte din mulțimea A a tuturor numerelor x^Za, iar prin Teorema sup M ^sup A = a În mod similar, dacă M constă din numere mai mari sau egale cu a, atunci inf M a Definiție Distanța dintre două puncte raționale a ub^a de pe o dreaptă este numărul b - a Să avem două numere reale a și >a Se consideră mulțimea M formată din numere raționale care sunt SECȚIUNI FEȚELE DE SUS ȘI DE JOS § ) distanțele dintre oricare două puncte raționale ale segmentului [a; b] Limita superioară a mulțimii M (în mod evident mărginită) se numește distanța dintre punctele a ub și se notează cu p(a, fe); același număr se numește lungimea segmentului [i; ] (și intervalul (a; )) Să demonstrăm acum următoarea teoremă, în multe cazuri utilă: Teorema Fie P și Q două mulțimi nevide astfel încât fiecare punct al lui P să fie situat la stânga decât orice punct al mulţimii Q Dacă, în plus, pentru orice > există două puncte χ e P y£Q distanța dintre ele este mai mică de , atunci sup P = inf Q Dovada În primul rând, mulțimea P este mărginită de sus, iar Q de jos Lăsa P=supP, a=infQ Dacă ar fi a b - a contrar presupunerii Teorema a fost demonstrată Teorema implică Corolarul Fie mulțimile P și Q să îndeplinească condițiile teoremei și să fie g = supP = inf Q Dacă Pz > P și au proprietatea că pentru fiecare > ' se pot găsi două puncte x > P uy > Q îndeplinind condiția p(x, y) P Qt^Q apoi (pe baza teoremelor , ) > , adică = Corolarul Dacă (A, B) este o secțiune din mulțimea tuturor numerelor raționale (respectiv, toate reale) și dacă £ este un număr determinat de această secțiune, atunci g = sup A = inf B Într-adevăr, perechea de mulțimi A și B satisface (pe baza Teoremei ) toate condițiile Teoremei , astfel încât sup^ = infB = g' Deoarece g nu este mai mic decât orice număr din A și nu mai mare decât orice număr din B, atunci sup A g inf B și, prin urmare, | NUMERE REALE [CH Corolarul Să avem o succesiune descrescătoare de segmente A^A^- eD^ , qn = [an; &"], unde lungimea segmentelor &n tinde spre zero pe măsură ce crește n Există un singur punct care aparține tuturor segmentelor lui Dn Într-adevăr, mulțimea P formată din toate punctele an și mulțimea Q formată din toate punctele bn îndeplinesc în mod evident toate condițiile teoremei ; De aceea sup P = inf Q = I, iar pentru orice n avem adică dacă Dacă ar exista un al doilea punct aparținând tuturor Δn, atunci lungimea nu ar putea scădea la infinit, contrar condiției noastre § Acţiuni asupra numerelor reale Să aplicăm teorema la definiția adunării și înmulțirii numerelor reale Să fie date două numere reale x și y Numerele xy determină secțiunile (A*, Bx) și (Ay>By) din mulțimea tuturor numerelor raționale, iar Ax (respectiv, Ay) constă din toate numerele raționale pentru orice pozitiv > găsiți astfel de numere , se poate găsi a = ax + ay e A nb - bx + by^B astfel încât bx - ax x^y, bz) > z); D , constând din toate ax-\-ay+z\ В , constând din toate bx-\-by+z; D , format din toate + B , constând din toate bx-\-by-\-bz Evident, A - A^, Dz - B Bb B Deoarece orice pereche de mulțimi (A/, VD, i = , , ) îndeplinește condițiile teoremei , rezultă din corolarul al acestei teoreme că sup A = inf B = sup ^i = inf B = (x + y) + z, sup A = inf B = sup D = iSch B = x-ț-(yt~z), te (* + Y) + r: \u d x + (y-I- ), Q E D Pentru a defini scăderea numerelor reale, trebuie mai întâi să determinați pentru fiecare număr real x numărul -x Pentru a face acest lucru, luați în considerare mulțimea B a tuturor numerelor raționale b^x și mulțimea A a tuturor numerelor raționale a , atunci e A, deci, adică -x x, a > - x Rețineți în primul rând că mulțimea A nu conține niciun număr pozitiv Într-adevăr, dintre două numere x și -x, unul, fie x pozitiv, celălalt negativ și deci negativ și |a|^x Dacă a este negativ sau zero, atunci a + a este și negativ; dacă a este pozitiv, atunci, deoarece în acest caz a = \a\, \a |^x = |x|, deci |a|^ |a|, și deci a+a este negativ sau zero Deci x + (-x) nu poate fi un număr pozitiv Să demonstrăm că x^-(-x) nu poate fi negativ Într-adevăr, dacă sup A r>supA, ceea ce contrazice faptul că r' - r" £A Se demonstrează egalitatea x + (-x) = Diferența a două numere reale x și y este numărul real x + (-y); se notează cu x-y Scăderea astfel definită este inversul adunării Într-adevăr, (x - y) + y \u d (x + (- y)) + y \u d x + ((- y) + y) \u d x + \u d X Din proprietățile de adunare, scădere și înmulțire de mai sus decurg, după cum se știe, toate regulile enunțate în algebra elementară referitoare la aceste operații Să demonstrăm, în final, că valoarea absolută a diferenței a două numere xny este egală cu distanța dintre punctele x și y Fie y , z/ > Facem acest lucru în același mod în care am definit adunarea *): definim mulțimea A ca mulțimea tuturor numerelor de formă mulţimea B este definită ca mulţimea tuturor numerelor de forma bxby, unde şi bu > y sunt raţionale Să fie dat un rațional arbitrar -E > Fie m un număr natural mai mare decât x+ , //+b y Să alegem aX bx, ay by astfel încât gg y > A, bx y e B și din moment ce bx , y > X (- y} = (- X) y \u d - (xy), (-X) (-y) = xy Dovada proprietăților de bază ale înmulțirii (comutativitatea, asociativitatea, distributivitatea față de adunare), precum și proprietățile x- = , x-\=x, pot fi lăsate în seama cititorului Mai mult, este lăsat la latitudinea cititorului să definească operația de împărțire (ca inversă a înmulțirii) pe baza modului în care este introdusă operația de scădere În acest caz, trebuie să începem cu o definiție directă a numărului - (mai întâi cu x > ), indicând secțiunea corespunzătoare a mulțimii de numere raționale, *) În definirea adunării, inegalitățile x > , i/ > nu au fost însă presupuse NUMERE REALE (Cap X pentru a demonstra mai târziu că x - - = și, în final, pentru a determina - ca y x-~ (cu ##= ) Va fi un exercițiu bun să ducem toate discuțiile legate de acest lucru O observație despre completarea dreptei numerice cu două puncte "improprii" +°° și -oo Uneori este convenabil, alături de punctele obișnuite ale numărului real (unu-la-unu corespunzătoare numerelor reale și identificate de noi cu acestea din urmă), să introducem încă două noi puncte "improprii", notate cu +oo și - oo Mai mult, aceste două puncte improprii sunt legate de puncte obișnuite prin următoarele relații: Г pentru orice număr real x pe care îl punem - oo ) \u d + oo, (-oo) -x \u d% + (-° °) \u d -oo, + independent unul de celălalt iau valorile ​ și ; în acelaşi timp, esenţa corespondentului jumătățile stângă și dreaptă ale segmentului Atl і ѵ Fie x un număr real Dacă x nu este un număr întreg, atunci este un punct interior al unui singur segment de forma [k\ fe-fl], unde k este un număr întreg; numărul k se notează cu [x] și se numește parte integrală a lui x\ apoi x = k + x', unde x' aparține intervalului ( ; ) Luați în considerare mai întâi cazul în care x' nu are forma ~ (pentru întregul m) Atunci x' aparține unui segment unic de primul rang Δi, un segment unic de al doilea rang în general, pentru orice n-un singur segment al rangului n Dg, ze D,l => DgVL => => D;, ip => , ( ) singurul punct comun "din care este x" Succesiunea numerelor Ch" Ch" Ch" •••" •••> ( ) dintre care fiecare este sau , este, de asemenea, definit în mod unic și se numește șirul de semne binare ale numărului real x' și numărului real x = £+x'; aceste numere în sine sunt scrise în formă X = , * • " X = &, HHH • • • ' ( ) iar aceste înregistrări se numesc expansiuni ale numerelor corespunzătoare într-o fracție binară infinită Acum să fie x'e( ; I) așa-numitul număr rațional diadic, adică are forma ( ) NUMERE REALE [CH unde fracția este ireductibilă și, prin urmare, n în reprezentarea ( ) are cea mai mică valoare posibilă Atunci x' este capătul comun al două segmente Δ' și Δ*x de rang și, de exemplu, capătul din dreapta al segmentului Δ* și capătul din stânga al segmentului Δ*x (aici, pentru concizie, * = r \ si *'= r\ Atunci x' va fi capătul drept al segmentului A^ și capătul stâng al segmentului A^ , capătul drept al segmentului DF și capătul stâng al segmentului De, etc Astfel, numărul x' determină nu una, ci două secvențe de segmente de forma (I) și anume: D^=> - ^Dh Dh іp =>Dh lp оі=>Ді la ои=> Și Dg,=) =)Dts ; n=>Dts li D)D^ g =>Dgh , / =) , ' n - n - n - l - în conformitate cu care vom obține două secvențe de caractere binare ale numărului x': i\, "і"-і, O, , , , ) H, •••, 'n- , , ••• ) ( ) dintre care, pornind de la rangul n + , unul este format doar din zerouri, iar al doilea din numai unu Numerele x și x' au fiecare două expansiuni binare Fie că, invers, avem succesiunea i , , ip, ; în = Q sau , ( ) diferit de , , , , , și de , , , , , Ea corespunde unei succesiuni de segmente ( ) cu un singur punct comun x ' și ( ) există o succesiune de caractere binare ale numărului x' Dacă avem două secvențe diferite de forma ( ) care definesc același număr real x' al intervalului ( ; ), atunci aceste două secvențe (fiind șiruri de caractere binare ale aceluiași x'C( ; )) , prin ceea ce s-a dovedit, ele au cu siguranță forma ( ), iar numărul x' însuși este rațional diadic Deci, având în vedere că fiecare număr întreg k are două expansiuni binare k și k - , avem: Fiecare număr real x are fie o singură expansiune binară k ^ ' • • Gx • • •" sau două expansiuni binare k, x /" /NI și k і± ^ $ ] EXPANSARE BINARĂ A NUMERELOR REALE în plus, al doilea caz apare dacă și numai dacă numărul x este binar-rațional, adică are forma x = ^ pentru numerele întregi m și n este OBSERVAȚIE Dacă facem segmente de rang n nu în două, ci într-un alt număr constant s de părți egale *) (de exemplu, în trei sau zece), atunci obținem pentru fiecare număr real x > o expansiune într-un fracție ternară infinită, zecimală, în general s-ariană Ca și înainte, fiecare număr va avea una sau două astfel de expansiuni, iar acele numere care au două expansiuni s-are formează doar o mulțime numărabilă, și anume mulțimea numerelor raționale de forma -, unde m și n sunt numere întregi Teorema Mulțimea tuturor numerelor reale are cardinalitatea continuumului c = ^ și, în consecință, este nenumărabilă**) Dovada Întrucât întreaga dreaptă numerică [este în corespondență unu-la-unu cu oricare dintre intervalele sale și deoarece mulțimea numerelor raționale diadice este numărabilă, este suficient să demonstrăm că mulțimea J' a tuturor numerelor raționale nondiadice ale intervalului ( ; ) are cardinalitatea c Dar mulțimea J' este în corespondență unu-la-unu cu mulțimea D' de fracții binare infinite neperiodice (adică, care nu se termină cu zero sau unu) infinite fracții binare z , Mulțimea D a tuturor fracțiilor binare infinite, după cum am văzut, are cardinalitatea c, iar mulțimea D' se obține din mulțimea D prin scăderea a două mulțimi formate, respectiv, din fracții de forma , i J i"OOO și tip , /" Fiecare dintre aceste mulțimi este în corespondență unu-la-unu cu mulțimea de numere binare raționale inter *) Numărul întreg s^ va fi așa-numita "bază a sistemului numeric" **) Vezi sfârșitul capitolului , p Linia numerică este adesea numită continuu aritmetic ("continuu" înseamnă "continuu"), prin urmare puterea c = n°, fiind puterea mulțimii tuturor realelor numere, se numește puterea continuumului ***) Vezi sfârșitul capitolului , pagina NUMERE REALE [CH arbore ( ; ) și deci numărabil; în consecinţă, mulţimea £>', şi deci mulţimea J', are cardinalitatea c, care trebuia demonstrată Următoarea demonstrație elementară a teoremei privind nenumărabilitatea mulțimii numerelor reale este o aplicare a argumentelor generale * § din primul capitol în mod specific la demonstrarea nenumărabilității mulțimii tuturor fracțiilor zecimale, adică, în esență, multimea tuturor mapelor multimii de numere naturale intr-o multime formata din zece elemente , , , , , , , , , Este suficient să arătăm că mulțimea tuturor numerelor din intervalul ( ; ) este nenumărabilă Să presupunem că este numărabil Aceasta înseamnă că toate numerele reale din intervalul ( ; ) pot fi numerotate într-o singură secvență X > •••" HP' ••• ( ) Fiecare număr xn poate fi reprezentat într-un mod unic ca o fracție zecimală infinită chl = , care nu este o fracție periodică cu perioada Să luăm acum pentru fiecare n un număr bn diferit de aln, egal fie cu , fie cu Pentru certitudine, de exemplu, stabilim: &l= , dacă aAP) Ф , bl = dacă alt) == Luați în considerare o zecimală infinită , M &l ( ) Se va determina un număr x al intervalului ( ; ) (mai precis: numărul x par aparține segmentului [ , ; , ]) Deoarece presupunem că șirul ( ) conține toate numerele reale ale intervalului ( ; ), atunci numărul x ocupă un anumit loc în șirul nostru ( ), să fie, de exemplu, locul al m-lea Apoi x= , aGaG- X"" ( ) -prin urmare (t) " l(gp) r (t> •••" En, " iar E = țjE" Punem A -E , L = E \L , în general p lv \u d E "\M i iM " ) Evident, £ = U^ = IM"> p p unde mulţimile An sunt disjunse pe perechi Mulțimea A = E are cardinalitatea continuumului, în timp ce fiecare dintre mulțimile An* n> este o submulțime a unei mulțimi a cardinalității continuumului Prin urmare, mulțimea At poate fi pusă într-o corespondență unu-la-unu cu mulțimea tuturor punctelor intervalului ( ; ), iar fiecare mulțime An, u > , poate fi pusă într-o corespondență unu-la-unu corespondența cu o anumită submulțime, respectiv, a intervalului (n - ; n) Ca rezultat, întreaga mulțime E se dovedește a fi pusă într-o corespondență unu-la-unu cu o submulțime a mulțimii tuturor numerelor reale; întrucât, în plus, Ε conține o parte Ε și având cardinalitatea continuumului, atunci după teorema Cantor-Bernstein, E însuși are cardinalitatea continuumului, ceea ce urma să fie demonstrat Capitolul trei SETURILE COMANDATE ȘI COMPLET COMANDATE NUMERE TRANSFINITE § Seturi ordonate Conceptele de mulțime ordonată și o mapare similară a unei mulțimi ordonate pe alta, precum și conceptul de tip ordinal al unei mulțimi ordonate date, au fost introduse în § Cap Aceste concepte stau la baza întregului capitol de față În ceea ce privește aceste concepte elementare de bază, să facem următoarele, ceea ce este, în esență, de la sine înțeles Observație O mulțime ordonată A se numește submulțime ordonată a unei mulțimi ordonate X dacă fiecare element a al mulțimii A este un element al mulțimii X și dacă relația a - din două numere ț și ț și așa mai departe Dacă există un element în X care precede elementul, atunci îl luăm pe cel al acestor elemente care are cel mai mic indice n în ( ), și găsim f Dacă nu există niciun element xn x în ( ) îl punem în conformitate cu numărul și mergem la rețeaua D În el, luăm mai întâi un număr și căutăm elementul xn cu cel mai mic indice, precedând elementele construite anterior Dacă există, atunci o punem în conformitate cu numărul y " dacă nu, atunci tăiați numărul y și mergeți la numărul La numărul -g- încercăm să selectăm elementul cu cel mai mic indice, situat la elementele selectate ale setului X în volumul aceeași relație ordinală în care numărul y este la numerele deja luate în considerare și nebarite Apoi trecem v la numărul y etc , deplasându-se tot timpul de la fiecare rețea la rețeaua următorului rang, iar în interiorul fiecărei rețele - în ordinea creșterii elementelor sale Ca rezultat, obținem o mapare similară f a mulțimii D' de numere binare netăiate în mulțimea X Să demonstrăm că f este o mapare pe întreaga mulțime X Într-adevăr, să nu fie așa și fie xn primul element al multimii X care nu este atribuit niciunui d Apoi elementele xx, , xn r sunt alocate unor elemente d dn aparținând, să zicem, sumei primelor k rețele, și fie xn situat între xp și xq având aceste elemente ca cele mai apropiate precedente și cel mai apropiat următor Deoarece rețeaua Dk+ conține elemente aflate între oricare două învecinate SETURURI COMANDATE NUMERE TRANSFINITE (CH prin elemente ale multimii Dr U • • • U Dk> apoi Dk+V are si primul element mai mare dn situat intre dp si dq*> dupa constructia noastra, acest element trebuie asociat cu elementul xn Deci argumentăm și în cazul în care xn precede toate elementele , >: n x sau le urmează pe toate Aceasta demonstrează prima afirmație a teoremei Dacă X nu conține elemente extreme și nu are intervale goale, atunci, așa cum este ușor de văzut, nu trebuie să ștergem deloc niciun element din £>, astfel încât să obținem o mapare similară a întregii mulțimi D pe* set X Consecinţă Mulțimea tuturor numerelor raționale este similară cu mulțimea tuturor raționalelor diadice Prin urmare, orice mulțime ordonată numărabilă fără intervale goale și fără elemente extreme este, de asemenea, similară cu mulțimea tuturor numerelor raționale Observația Dacă ne interesează doar prima afirmație a teoremei , atunci cea mai simplă demonstrație este următoarea Presupunem Fie elementele x , xn au fost deja furnizate Se potrivesc numerele binare raționale , dn ale intervalului ( ; ), dintre care să fie cel mai mic, și dk cel mai mare Dacă xn+ precede sau urmează pe toate x xn, atunci setăm f(xn+l)=-^-di respectiv f(xn+ )=j(i+ ) Dar dacă xn+ se află între xp și xq p > n, q > n, având aceste elemente ca vecine, atunci setăm f (xn+i) = ~ np + Astfel, se definește o mapare similară f a mulțimii X în mulțimea D și se demonstrează prima afirmație a teoremei După cum știm, o secțiune a unei mulțimi ordonate Ѳ este o astfel de împărțire a mulțimii Ѳ în două submulțimi (în două "clase") A și B încât fiecare element al unei mulțimi, de exemplu A ("clasa inferioară"), precede fiecare element al celui de-al doilea set B ("clasa superioară") Sunt posibile următoarele tipuri de secțiuni: Clasa inferioară A are cel mai mare element a, iar clasa superioară are cel mai mic element fe; o astfel de secțiune se numește salt Evident, în acest caz (a; b) este un interval gol USD) SETURILE COMANDATE În schimb, fiecărui interval gol (a; b) al unei mulțimi ordonate Ѳ îi corespunde în mod unic un salt (A, B), unde A este format din tot x &*) De exemplu, Ѳ constă din toate xsgZ și din toate y~> , A constă din toate x > , B din toate r/ > ; a = , b=I Clasa de jos are cel mai mare element, dar clasa de sus nu are cel mai mic element Clasa inferioară nu conține cel mai mare element, dar cea superioară are cel mai mic element g (secțiunile de tipurile , se numesc secțiuni Dedekind; elementul | se numește elementul definit de această secțiune) Nu există cel mai mare element în clasa inferioară și nu există cel mai mic element în cea superioară O astfel de secțiune se numește "slit" Un slot definit de o secțiune necorespunzătoare se numește unul impropriu Mulțimea tuturor golurilor unei mulțimi ordonate Ѳ este o mulțime ordonată: dacă X = (A, B) și V = (A', B') sunt două goluri, atunci punem X b) înseamnă că fie x b, fie y = b) SETURILE COMANDATE NUMERE TRANSFINITE [CH E Există o corespondență de similaritate între elementele mulțimii Ѳ\P și mulțimea (ordonată) a tuturor golurilor mulțimii D Dovada Fie % un element arbitrar al multimii \D Să notăm cu Dj mulțimea tuturor elementelor care preced elementul a și prin mulțimea tuturor elementelor mulțimii £> care urmează elementului £ Este ușor de observat că partiția Ă£ = (D|, Dț) este o secțiune a mulțimii D și, în plus, un decalaj (pentru că, de exemplu, Dl ar avea cel mai mare element a, atunci nu ar exista un un singur element din D între a și g) De asemenea, este clar* că la două elemente diferite g, m] ale mulţimii Ѳ\£> le corespund goluri diferite = (£>£, D'l) şi ^ = ( ^, O^), în plus, de la £ Πν'r ξ>" = ξ>ПѲ" și că "((c)', Ѳ") este o secțiune în Ѳ Dacă g este un element definit în Ѳ de secțiunea Dedekind (Ѳ', Ѳ"), atunci D'=Dj, D" = D| Teorema a fost demonstrată Teorema Să fie date două mulțimi ordonate continue deschise (c)j și Ѳ și mulțimi dense Dir în ele, respectiv D Dacă seturile Dr și D sunt similare între ele, atunci seturile și & sunt similare între ele Într-adevăr, corespondența de similitudine (o notăm cu cp)* care există între mulțimile Dr și D generează o corespondență de similitudine φ între mulțimile decalaj ale acestor mulțimi și, prin urmare, între mulțimi și Ѳ \O Usor de vazut* că mapările (p și ip împreună dau o corespondență de similaritate între Ѳx și Ѳ , ceea ce demonstrează teorema Teorema Orice mulțime ordonată continuă deschisă Q în care o submulțime numărabilă D este densă este similară cu mulțimea tuturor numerelor reale Dovada Este ușor de observat că o mulțime numărabilă E, care este densă într-o mulțime ordonată deschisă continuă Ѳ, nu are nici salturi (intervale goale), nici elemente minime și nici cele mai mari și, prin urmare, în virtutea teoremei , este similară cu mulţime de toate numerele raţionale Deoarece există o submulțime densă a mulțimii ordonate deschise continue Y? a tuturor numerelor reale, prin Teorema corespondența de asemănare dintre D și Ro poate fi extinsă la corespondența de asemănare dintre Ѳ și R , care urma să fie demonstrată Observația Din teorema rezultă că orice mulțime ordonată închisă continuă în care o mulțime numărabilă este densă este similară cu un segment al dreptei reale J$ SETURILE COMPLET COMANDATE Teorema Pentru orice mulțime ordonată X, există o mulțime ordonată închisă Y care conține mulțimea X ca submulțime densă Dovada Setul Y\X va consta din toate sloturile (A, B) ale multimii X, ordonate intr-un mod natural Dacă x e X și t = (A, B) e Y\X, atunci dacă și numai dacă x e A Închiderea mulțimii Y se verifică în același mod ca și absența golurilor proprii în mulțimea numerelor reale (vezi Teorema , Secțiunea , Capitolul ) Să arătăm că X este dens în Y Să presupunem că există un interval nevid (a; b) al mulțimii Y care nu se intersectează pe X Atunci fiecare element al lui (a; b) este un gol Luați un astfel de element |b(a; b) Să | = (D, V) Deoarece An(a; b) = A, atunci pentru orice x $ A avem fie x •••>! ( ) Această mulțime este, de asemenea, complet ordonată și numărabilă, dar nu este ca și mulțimea tuturor numerelor naturale, fie și doar pentru că mulțimea ( ) are ultimul element și anume elementul , în timp ce mulțimea tuturor numerelor naturale nu are ultimul element Mulțimea ( ) și orice mulțime similară acestuia se numește mulțime de tip co-jl Deci, chiar și seturile numărabile bine ordonate pot avea diferite tipuri de ordine Mai mult, vom vedea în acest capitol că există nenumărate multe tipuri de ordine distincte de seturi numărabile bine ordonate Dar înainte de a merge mai departe în studiul mulțimilor bine ordonate și chiar pentru a justifica desemnarea a > + pentru tipul de ordine a unei mulțimi ( ), introducem concepte auxiliare foarte importante, pe care le vom folosi constant în ceea ce urmează Definiția Fie două mulțimi ordonate A și B, date în această ordine (adică mai întâi A, apoi B) și fără elemente comune Să considerăm mulțimea Di B, care constă din toate elementele a e A și b e B Să transformăm mulțimea A și B într-o mulțime ordonată DD-B introducând în ea o ordine astfel: elementele mulțimii A, precum și elementele mulțimii B, își păstrează ordinea în D-jB (care este, dacă în A sau & încă un element după toate elementele unei mulțimi date de tip a>, obținem o mulțime ordonată al cărei tip ordinal , in vigoare tocmai acum § ] SETURILE COMPLET COMANDATE din definiția declarată a adunării tipurilor ordinale, este co + La fel, setul ' ' P , , , are tipul ordinal co+m, iar multimea p " p + ' ' ' ' * ' nf- ' ' * * ' ' ' " n=T • • • - tipul ordinal a> + + + co + (o + = co ( } P (DESPRE Tipul ordinal e " este notat în mod convențional cu co(r) Pentru a face acest lucru, pentru a construi o mulțime de numere raționale care are tipul ordinal co(r), puteți face, de exemplu, astfel: luați în intervalul ( ; o mulțime ordonată după tipul o, în intervalul (-g-; vertical-) o / n p - \ derivată în funcție de tipul de co , în general, în intervalul ( n + ') * n = , , , , este o mulțime ordonată după tipul e -b>, •••> e = e- , , th = , și m d fără a fi oprit vreodată la asta ♦) Această carte nu introduce definiția gradului cu exponent co; Cei interesați de aceste și alte concepte ale teoriei mulțimilor ordonate sunt referiți la cartea lui Hausdorff [ ], Cap și SETURILE COMANDATE NUMERE TRANSFINITE (C Orez proces Aceste exemple (cum, într-adevăr, deja ω, ω + , ω + , ) arată că mulțimea de tipuri de ordine de mulțimi bine ordonate numărabile este infinită Din vremea lui Cantor, tipurile de ordine ale mulțimilor bine ordonate au fost numite numere ordinale Tipurile de ordine ale mulțimilor finite sunt, așa cum am menționat deja, numerele naturale și numărul zero; tipurile de ordine ale mulţimilor infinite bine ordonate se numesc numere transfinite Observație Când se consideră mulțimi bine ordonate, semnele sunt înlocuite cu obișnuitul În concluzie, dăm câteva exemple de acțiuni asupra tipurilor de ordine ale mulțimilor ordonate, dar nu complet ordonate Notăm cu p tipul ordinal al mulțimii tuturor numerelor reale Ordonăm mulțimea tuturor numerelor complexe z = x-\-іy, setând pentru z=x-\-iy z' = x' -\-iy'' z dacă x ^"(n+i)' •••> # , a , a î este o submulțime a mulțimii A±C și are tipul co* Teorema Dacă f este o mapare similară a unei mulțimi bine ordonate A în sine, atunci pentru orice element x > A avem f(x)Z > x Dovada Să fie elemente x în A care nu satisfac ultima inegalitate Apoi, printre aceste elemente se află primul; să o notăm cu x^ Deci, f( ) Notând elementul f(xt) cu x , rescriem inegalitatea ( } ca x P, se exclud reciproc Cu alte cuvinte, două numere ordinale date a, p pot satisface nu mai mult de una dintre cele trei relații: a = p, a p Vom demonstra că una dintre aceste relații este întotdeauna satisfăcută Cu alte cuvinte, există Teorema Pentru oricare două numere ordinale a și p, apare întotdeauna unul și numai unul dintre cele trei cazuri, fie a p În virtutea definiției de mai sus a inegalității dintre numerele ordinale, teorema poate fi formulată și după cum urmează: Teorema D Să fie date două mulțimi bine ordonate A și B Atunci există doar trei posibilități: fie A și B sunt similare între ele, fie A este ca un anumit segment al mulțimii B, fie B este ca un anumit segment al set A Prefațăm demonstrația teoremei I cu următoarea observație Dacă este dat un număr ordinal I, atunci mulțimea W (g) a tuturor numerelor ordinale mai mici decât g este dată Într-adevăr, a da un număr ordinal g înseamnă a da o mulțime bine ordonată de tip £, atunci sunt date și toate segmentele acestei mulțimi; dar tipurile ordinale ale acestor segmente doar epuizează setul tuturor numerelor ordinale mai mici decât Teorema Relația a , adică g este tipul de ordine al mulțimii t>, % = și I" și nu există un număr ordinal care să satisfacă inegalitatea £ A Atunci, evident, A = A'(a'), adică B, atunci a > Într-adevăr, altfel am avea , atunci suma unei mulțimi bine ordonate (de tip W(m)) de mulțimi Xa este o mulțime bine ordonată X, al cărei tip este Deoarece mulțimea X~ conține ca submulțimea sa fiecare dintre mulțimile Xa, apoi, pe baza teoremei , pentru orice x avem x^ Astfel, am demonstrat Teorema Suma oricăror numere ordinale xa (date în orice ordine) este un număr ordinal nu mai mic decât oricare dintre termenii dați xa Luând numărul + b, vedem că este mai mare decât oricare dintre datele Xa Asa de: Teorema Pentru orice set dat de numere ordinale, se poate construi un număr ordinal mai mare decât oricare dintre numerele din această mulțime De aici, la rândul său, rezultă că "mulțimea tuturor numerelor ordinale" nu există deloc*) Este de înțeles: procesul de construire a tot mai multor numere ordinale prin însăși esența sa nu poate fi considerat complet, iar "mulțimea tuturor numerelor ordinale" ar putea apărea doar ca rezultat al acestui proces Fie A o mulțime nevidă de numere ordinale Prin teorema , există numere s mai mari decât toate x e A Printre *) Vezi remarca de la § Cap SETURILE COMANDATE NUMERE TRANSFINITE [CH din orice set de astfel de £ există unul și numai cel puțin £ Pentru a obține acest £ , luăm câteva £ mai mari decât toate x C A Apoi, mulțimea bine ordonată W (£ + ) va conține numere mai mari decât toate x $ A (de exemplu, numărul £) Printre aceste numere va fi unul mai mic Va fi cel dorit Două cazuri sunt posibile ° Mulțimea A are ultimul element (adică există cel mai mare număr x' dintre toate numerele x€,A) Atunci, evident, £ = x' - și va fi primul număr ordinal mai mare decât toate x > A ° A nu are ultimul element În acest caz, primul număr £ mai mare decât toți x e A are proprietatea că, indiferent de numărul £' ), adică atunci când W este mulțimea tuturor numerelor naturale, principiul transfinitului J$ NUMERE TRANSFINITE AXIOMĂ DE ALEGERE a inducției se transformă în principiul obișnuit al inducției matematice bine cunoscut cititorului ) Pentru a demonstra principiul inducției transfinite, este suficient să observăm că dacă ar exista elemente x € W pentru care propoziția P este falsă, atunci între aceste elemente x ar fi primul element, fie x Dar atunci propoziția P, fiind adevărată pentru toate elementele x^W precedând elementul x , ar fi, în virtutea presupunerilor noastre, adevărată și pentru elementul Condicția rezultată dovedește afirmația noastră § Numere transfinite numărabile (numere ordinale de clasa a II-a) Conceptul de finalitate Axioma alegerii Numerele naturale și numărul zero numerele ordinale din prima clasă; astfel numerele din prima clasă sunt tipurile de ordine ale mulțimilor finite bine ordonate Tipurile ordinale de mulțimi total ordonate numărabile se numesc numere transfinite numărabile sau numere ordinale (transfinite) din clasa a doua Setul bine ordonat al tuturor numerelor din prima clasă este notat cu FO; setul bine ordonat al tuturor numerelor din prima și a doua clasă - prin setul bine ordonat al tuturor numerelor din a doua clasa ry-via Zt Teorema Oricare ar fi mulțimea finită sau numărabilă de numere ordinale din clasa a doua D= Într-adevăr, partea dreaptă este în mod evident cuprinsă în stânga Să demonstrăm că, și invers, cea stângă este conținută în cea dreaptă Fie ggW (a) Deoarece a este primul număr care urmează tuturor a, iar I g și, prin urmare, £ £ Nu (ax) Egalitatea ( ) SETURILE COMANDATE NUMERE TRANSFINITE [CH acest lucru este dovedit Din ( ) rezultă că mulțimea W(a) este numărabilă Dar a este tipul de ordine al mulțimii W(a), adică tipul de ordine al unei mulțimi bine ordonate numărabile, care demonstrează teorema Din teorema rezultă corolare foarte importante și anume: Teorema Mulțimea Zt a tuturor numerelor ordinale din clasa a doua este nenumărabilă Într-adevăr, altfel, în virtutea teoremei , ar exista un număr din clasa a doua a după toate numerele din clasa a doua, adică, în special, a > a, care contrazice axiomele ordinii Cardinalitatea unei mulțimi se notează cu (ne amintim că mulțimea numărabilă Ir are cardinalitatea # ) Primul număr ordinal care urmează tuturor numerelor din clasa a doua este notat cu cox (uneori cu Q) Astfel, cox este tipul de ordine al unei mulțimi bine ordonate = W (coj Prin însăși definiția sa, este primul număr transfinit nenumărabil, orice număr ordinal a pr > p = Continuând acest raționament în continuare, obținem șirul aO==^o> a = ѣр * = •••> ( ) și O = po se poate găsi un b astfel încât pentru tot x situat în intervalul (x - b; x + b) avem |f(xj - f(x)\ , șirul / (xx),/(x ), , Xl), converge către/(x ) Astfel, dacă o funcție este continuă în sensul Definiției °, atunci este și continuă în sensul Definiției °*) Fie acum f o funcție continuă în punctul x în sensul Definiției (r) Să demonstrăm că este și continuă în sensul definiției lui Γ Să presupunem contrariul ♦) De observat că demonstrarea acestei afirmații nu se bazează pe axioma lui Zermelo: alegerea numărului N este unică, deoarece se poate lua primul N (natural) astfel încât pentru toate n,) > N avem |x - xn | astfel încât, pentru orice > , în intervalul (x - ; x - ) există puncte X( ) pentru care |/(x )-f(x și orice > mulțimea Af(d) a acelor puncte x din interval [x - ; x + ] pentru care |f(x ) - - / (*) / e" este nevid Tranziția dintr-o succesiune de mulțimi nevide Mn = M(bn> la o succesiune de puncte xn > Mn poate fi realizată, în general, doar printr-o alegere arbitrară *) în fiecare dintre mulțimile Mn într-un punct, pe care le notăm cu xn De asemenea, observăm că am folosit implicit axioma alegerii în unele cazuri în primul capitol Să aplicăm axioma alegerii la demonstrarea următoarei propoziții interesante: Teorema Există o mulțime E formată din numere reale și având cardinalitate (cu alte cuvinte, inegalitatea este adevărată unde c, ca întotdeauna, este cardinalitatea continuumului) Pentru a demonstra teorema , dăm împărțirea reală a intervalului (de fapt, este suficient să luăm expansiunea numărului t într-o fracție binară infinită, iar în cazul în care t admite două astfel de expansiuni, luăm una dintre ele, care, pornind de la un anumit loc, este formată doar din una; numerele n , , nk sunt numerele semnelor binare ale descompunerii noastre egale cu ) Având descompunerea ( ), se consideră mulțimea numerelor raționale nj • • • > • • • (S) Sunt posibile două cazuri: a) Mulțimea ( ) nu este complet ordonată (după mărimea numerelor raționale incluse în ea); în acest caz referim punctul t la mulţimea E^ b) Mulțimea ( ) este bine ordonată și are tipul a, a Г rik* * • • (scrise în ordinea crescătoare a numerelor lor în secvența ( )) Numărul real t =-^; + ^+ • • + m^ + • • • este cuprinsă în mulţimea Ea Pentru a demonstra teorema , rămâne să aplicăm axioma lui Zermelo și să alegem un punct xa din fiecare mulțime Ea Mulțimea rezultată E = '{x } va avea cardinalitate Observația Exemplul recent citat de utilizare a axiomei lui Zermelo este tipic: după ce a demonstrat cu ajutorul acestei axiome existența mulțimilor E de cardinalitate formate din numere reale, suntem în același timp lipsiți de orice oportunitate de a indica o exemplu individual al unei astfel de mulțimi: două persoane care vorbesc despre orice mulțime de forma t = ^xa}, unde Xa ^ Ea (un punct din fiecare Ea), nu pot fi siguri că vorbesc despre aceeași mulțime, deoarece există nici un semn obiectiv, ceea ce face posibilă verificarea faptului că ambele persoane au ales același element xa din fiecare set Ea § ] NUMERE TRANSFINITE AXIOMĂ DE ALEGERE În acest sens, spunem că mulţimea de puncte E de cardinalitate tocmai construită este o mulţime ineficientă (spre deosebire de mulţimea PL de cardinalitate /fi, ale cărei elemente sunt mulţimile Ea\ însele, această mulţime PL este eficientă, elementele sale Ea sunt determinată absolut fără ambiguitate, întrucât pentru fiecare punct dat t al intervalului ( ; ) putem spune cărei mulţime Ea îi aparţine) Observația Să dăm câteva exemple suplimentare de aplicare a axiomei alegerii ° Dovada teoremei: suma unei mulțimi numărabile de mulțimi numărabile este o mulțime numărabilă - se bazează pe axioma lui Zermelo Într-adevăr, fie o mulțime numărabilă de mulțimi numărabile Elt E , " En, Pentru simplitate, presupunem că mulțimile En sunt disjunse pe perechi Deoarece fiecare dintre mulțimile En este numărabilă, atunci pentru orice n există cel puțin o mapare unu-la-unu a mulțimii En pe mulțimea tuturor numerelor naturale Cu alte cuvinte, mulțimea de elemente ale cărora sunt mapări unu-la-unu ale mulțimii En pe mulțimea tuturor numerelor naturale este nevid Mulțimile Mn pentru diferite n sunt disjunse pe perechi Aplicând axioma lui Zermelo, selectăm câte un element din fiecare Mn Acest lucru ne oferă posibilitatea, pentru fiecare n, a unor anumite definite mod de a scrie mulțimea E ca o secvență infinită: £I = K, A, CO Astfel, întregul set E \u d U En este scris sub forma următorului tabel: еѵ е\> F " еV el F e'I- " ek, & Ф з' A și E > B, ambele clase sunt nevide; în plus, x e A, y e B implică x E (deoarece E > B, de aici rezultă că y este primul element din E) Dar dacă yQ nu ar fi conținut în B, atunci pentru orice y > E am avea yQ M nevid) se numește element distinctiv în Qa Elementul marcat al mulțimii Qa se mai numește și elementul "subordonat" mulțimii Pa = M\Qa și este notat cu f(Pa) Astfel, pentru orice mulțime Pa c: M, elementul subordonat f(Pa) = Pa^ Qa = A \Pa este definit în mod unic Mulțimea P'a = Pa U pa se numește "succesorul" mulțimii Pa Succesorul este astfel definit pentru fiecare set Pa C M Numim acum un lanț al mulțimii M orice mulțime /C care îndeplinește următoarele condiții: a) elementele multimii /C sunt submultimi ale multimii M; TEOREMA LUI ZERMELO b) mulţimea goală este un element al mulţimii X; c) suma oricăror mulţimi care sunt elemente ale mulţimii /C este un element al mulţimii /C; d) dacă Pa e X și Pa# = A , atunci P'a e K Lanțurile există; de fapt, mulțimea tuturor submulților din mulțimea M este un lanț Este ușor să verificați dacă intersecția oricărui set de căi este o cale; deci, există așa-numitul lanț cel mai mic al mulțimii M, și anume lanțul Xo, care este intersecția tuturor lanțurilor mulțimii M În ceea ce privește acest cel mai mic lanț Xo, demonstrăm următoarea propoziție: Lema Dacă A^K^ A=^B, apoi fie AcB, sau într-o A Într-adevăr, numim o mulțime Ρ normală dacă, oricare ar fi XCX , avem fie Ρ > X>, fie X cu P Pentru a demonstra Lema , este suficient să verificăm că toate mulțimile Ρ e X sunt normale Pentru a face acest lucru, notăm cu K' mulțimea tuturor P ∈ Xo normale Este suficient să dovedim că X' este un lanț: întrucât X' Xo și Xo sunt cel mai mic lanț, rezultă din aceasta că Dovada că X' este un lanț se bazează, la rândul său, pe următoarea propoziție auxiliară: Lema ' (la Lema ) Pust R R a M; dacă P este o mulțime normală, atunci pentru orice mulțime X e K avem fie X e P, fie X e P' (cu alte cuvinte, dacă P este normal, atunci P' este și normal) Pentru a demonstra lema ', notăm cu K(P) mulţimea tuturor X C X care satisfac (pentru o normală fixă dată P c M) condiţia: fie X P, fie X > P' Este suficient să demonstrăm că X(P) este un lanț: întrucât X(P) > X și a este cel mai mic lanț, de aici rezultă că X(P) = X , adică lema ' este adevărată Deci demonstrăm că X(P) este un lanț În mod evident, mulțimea goală este un element al mulțimii X(P) Să fie dat ceva Pa€X(P); să demonstrăm că suma lor U Pa este și un element al mulțimii X (P) Într-adevăr, dacă a fiecare termen Pa este conținut în P, apoi Pa este conținut și în a în R; dacă cel puțin un termen Pa nu este conținut în P, atunci din Ra C K (P) rezultă că Pa e P', și atunci cu atât mai mult Rae P' A Rămâne de demonstrat că din Pa(zK(P), Pa > M, rezultă că P'a £ K(P) Dar întrucât Pa € K(P), fie Pa s P, fie Pa = P' SETURILE COMANDATE NUMERE TRANSFINITE [CH În al doilea caz, și cu atât mai mult R'a R' Luați în considerare primul caz: Pa^P Dacă Pa = P, atunci Pa = P', iar din nou Pa € (P) Fie Pa c: P; demonstrăm că în acest caz P'a > P Într-adevăr, deoarece se presupune că P este normal, atunci fie P ^ P, atunci totul este gata, fie P A B are primul element P\ TEOREMA LUI ZERMELO Dar dacă P e B, atunci P însuși este primul element din B Într-adevăr, oricare ar fi elementul P$ GB, pentru orice Pa e A avem Pa Deci, există un set bine ordonat Să demonstrăm, în sfârșit, că între mulțimea M și mulțimea tuturor Pa e Lo" Pa e A , există o corespondență unu-la-unu (care face posibilă transferarea ordinii din mulțimea bine ordonată /Co la setul M și astfel să facă setul M bine ordonat) Corespondenta unu-la-unu cautata se realizeaza, dupa cum vom vedea acum, prin faptul ca fiecarui P(x e Lo, Pa = /= A ii atribuim elementul subordonat pa = f (Pa) arătați că harta f a mulțimii definită în acest fel a tuturor P^sK^ Pa^M în mulțimea M într-un mod unu-la-unu Într-adevăr, dacă Pa, P$ sunt două elemente distincte ale mulțimii și, de exemplu, Pa (unic) căruia, în virtutea mapării /, i se atribuie un element dat p £ M, este suma P = / (p) a tuturor celor Pa€Lo> care nu contin elementul r Observația Singurul element de arbitrar conținut în demonstrația teoremei lui Zermelo tocmai dată este alegerea pentru fiecare mulțime P C Af a elementului său subordonat p=f(P) £ M\P După ce a fost făcută această alegere, toate raționamentele care conduc la introducerea ordinii complete în setul M decurg complet automat și fără ambiguitate Astfel, dacă o mulțime dată M este astfel încât putem realiza eficient pentru fiecare P C M alegerea unui element € SETURILE COMANDATE NUMERE TRANSFINITE [CH p ∈ M\P, atunci mulțimea M poate fi bine ordonată într-un mod eficient Deci, de exemplu, dacă luăm pentru I mulțimea tuturor numerelor naturale și pentru fiecare mulțime P cu M definim elementul subordonat p \u d f (P) ca cel mai mic număr natural care nu aparține mulțimii P, atunci , aplicând raționamentul anterior, vom obține ordinea naturală în mulțimea tuturor numerelor naturale Dacă, pe de altă parte, definim f(P) ca un număr natural care nu aparține mulțimii P, care constă din cel mai mic număr de factori primi și este cel mai puțin numit dintre numerele cu un număr dat de factori, atunci obținem o ordonare completă a mulțimii tuturor numerelor naturale după tipul co : mai întâi toate numerele prime vor merge în ordinea lor naturală, apoi toate numerele formate din doi factori primi, tot în ordinea lor naturală, și așa mai departe În general, dacă ni se oferă o mulțime bine ordonată și dorim să restabilim această ordine, argumentând ca în demonstrația teoremei lui Zermelo, atunci trebuie să declarăm elementul subordonat f (P) pentru orice P (Z M este primul element) a mulțimii M\P (în ordinea care este dată în mulțimea M de la bun început și pe care dorim să o restabilim ) Aceasta, dacă doriți, este întreaga idee a dovezii lui Zermelo § Teoreme ale numerelor cardinale Din teorema lui Zermelo rezultă că orice cardinalitate poate fi considerată cardinalitatea unei mulțimi bine ordonate Acest lucru ne permite să completăm rezultatele § Ch cu următoarea propoziție foarte semnificativă: Teorema Orice două cardinalități a și b sunt comparabile, adică fie a b Cu alte cuvinte, orice set de cardinalități este ordonat (în mărime *)) Într-adevăr, fie A și B două seturi bine ordonate de cardinalități a și, respectiv, b Apoi, în virtutea teoremei I', există doar trei posibilități: sau A și B sunt similare unul cu celălalt (atunci a = bu fie A este ca un segment al multimii B (atunci a b); sau B este ca un segment al mulțimii A (atunci b > a) Aceasta demonstrează teorema Acum puterile vor fi numite și numere cardinale Teorema și corolarul teoremei implică Corolar Pentru orice putere nenumărabilă m pe care o avem (adică există cea mai mică putere nenumărabilă) Să stabilim acum câteva relații între puteri și numere ordinale Să fie dat un număr infinit infinit m Luați în considerare toate numerele ordinale de cardinalitate m (adică toate tipurile ordinale de mulțimi bine ordonate de cardinalitate m) Mulțimea acestor numere ordinale se notează cu Z(m) și se numește clasa de numere corespunzătoare puterii m *) Chiar, după cum vom vedea acum, complet ordonat (Teorema ) USD TEOREME PRIVIND NUMERELE CARDINALE În special, Z (Lo) este mulțimea tuturor numerelor transfinite numărabile, adică numerele din "clasa a doua" Dintre numerele ordinale ale puterii m, se numără cel mai mic: se notează cu co(m) și se numește numărul ordinal inițial al puterii m Observație Orice număr inițial ω(/n) este un număr limitativ: dacă ω(/n) = a + , atunci numărul a, fiind v în timp ce de fapt cardinalitatea mulţimii este egală cu La Teorema ' este demonstrată (sub ipoteza că se demonstrează teorema ) Observația Dacă în enunțurile teoremelor , presupunem că cel puțin unul dintre sumanzile mulțimilor are cardinalitatea m, atunci după teorema Cantor-Bernstein (Sec , Cap ) cardinalitatea sumei va fie ^m, deci, în virtutea teoremelor , - egal cu t Să introducem acum următoarea definiție Să numim suma (a unui număr finit sau infinit) de cardinalități / și cardinalitatea sumei mulțimilor disjunse în perechi Ma, având, respectiv, cardinalități m (evident, rezultatul depinde doar de cardinalitățile m, și nu de care special *) În special, Zo este mulțimea numerelor ordinale din clasa a doua, este mulțimea tuturor numerelor naturale, iar W , este mulțimea tuturor numerelor prin această teoremă și va fi demonstrată pentru orice Astfel, considerăm mulțimea E a tuturor perechilor (a, p), unde a și p sunt toate numerele ordinale posibile p; notăm cu a puterea numărului ordinal a, prin b puterea numărului ordinal p, atunci a A, (deoarece pentru p > A s-ar avea și a-fp > p > A) Într-adevăr, prin însăși definiția adunării numerelor ordinale, p necesar este determinat în mod unic ca tipul ordinal al cozii tăiate în mulțimea IF(A, -|- ) de către elementul a *) Aceeași afirmație este adevărată dacă niciunul dintre termeni nu este egal cu zero (în acest caz, suma numerelor cardinale date este cardinalitatea sumei M a mulțimilor nevide disjunse în perechi Afa dată în numărul m) Evident, cardinalitatea mulţimii M în aceste condiţii este ^m; pe de altă parte, în virtutea teoremei ' este ^m SETURILE COMANDATE NUMERE TRANSFINITE [CH $ Din lemă rezultă că, pentru un X dat, fiecărui a" CX unu-la-unu îi corespunde un element (a, p) al mulțimii E\ și, deoarece diferite elemente ale mulțimii E, în mod natural îi corespunde diferite a , există o corespondență unu-la-unu între mulțimea Eg și mulțimea tuturor numerelor ordinale oc o În special, /# La=La Pentru orice a > În plus, din ceea ce s-a demonstrat că un număr cardinal infinit m nu poate fi reprezentat ca suma oricărui număr a ) Orice număr cardinal m, care este suma numerelor cardinale mai mici decât m, luate în numărul care se intersectează cu fiecare dintre mulțimile Aa din un element dat A Dacă ni se dă un anumit set de numere cardinale aa, atunci, luând pentru fiecare dintre aceste numere cardinale aa mulțimea La a cardinalității aa, definim produsul numerelor cardinale date ca fiind cardinalitatea produsului multimilor Aa (pot se presupune a fi disjuns) Dacă toți La au aceeași cardinalitate a, iar mulțimea tuturor La are cardinalitatea b, obținem gradul ab Pentru a se asigura că această definiție a gradului coincide cu cea dată în § cap , luăm o mulțime B (cardinalitățile ale cărei elemente sunt toate mulțimile La și numai ele; întrucât toate mulțimile Aa au aceeași cardinalitate a, putem lua o mulțime A de aceeași cardinalitate a, care se află într-un puț -corespondența unu-la-unu definită cu fiecare dintre mulțimile La; aceasta ne permite să considerăm o mapare care atribuie fiecărui element La al mulțimii B un element £Aa> ca o mapare a mulțimii B la A și, invers, orice mapare B la A, ca o alegere cu privire la elementul xa din fiecare La Aceasta implică identitatea ambelor definiții ale gradului Cititorul va demonstra cu ușurință următoarea proprietate a înmulțirii generale a numerelor cardinale: dacă într-un produs dat de numere cardinale înlocuim unii factori cu numere cardinale mari sau adăugăm noi factori, alții decât zero, atunci produsul nu poate decât să crească (dar poate și ramane neschimbat) *) De asemenea, este ușor să verificați egalitatea = Și anume, luăm două mulțimi neintersectate Bx și B de cardinalități bx și b , precum și o mulțime A de cardinalitate a; fiecare mapare a unui set în A determină în mod unic o pereche de mapări: seturile Br și seturile B în A și invers, fiecare astfel de pereche determină o mapare B în A În mod similar *) Această teoremă poate fi demonstrată automat, pornind de la definiția inegalității de putere din capitolul De remarcat, totuși, că, de exemplu, de la a ) numerele naturale și mulțimea tuturor numerelor iraționale din intervalul ( ; )" date de expansiunile lor într-o fracție continuă infinită Cu toate acestea, există cititori care nu sunt familiarizați cu fracțiile continuate; ei pot deriva formula = cu () din relații £ = *" Li este celebra "problemă continuum" rezolvată în prezent, dar într-un sens departe de așa-numita teorie a mulțimilor "naivă" (vezi Yeh [ ] ) Din c= " b) au fost egale cu unele c dar > a Conform acestor ipoteze, fiecare termen apare în suma noastră de un număr de ori, ceea ce este evident mai mic decât acest termen în sine Prin urmare, fiecare grup de termeni egali care participă la suma noastră are o sumă egală cu acest termen în sine, astfel încât să nu ne schimbăm suma R ≠ "dacă numărăm fiecare dintre termenii săi o singură dată Deci putem USD NUMERE REGULARE RANSFINI scrie Rm = - ^ae (ty A unde ordinalul a străbate o mulțime Ѳ de valori, a cărei cardinalitate este a m; în timp ce a se poate presupune că este mai mic decât oricare Să considerăm submulțimea Ѳl a mulțimii WTt, care constă din toate (c)a pentru care а £ Ѳ Mulțimea Ѳ" este similară cu mulțimea Ѳ Să demonstrăm că Wx este cofinală cu submulțimea sa Ѳth; aceasta va demonstra că numărul de celule este cofinal cu numărul Ѳ și numărul acestor mulțimi este b și, prin urmare, mulțimea noastră A poate fi pusă într-o corespondență unu-la-unu cu mulțimea Aceasta înseamnă că elementele mulțimii A pot fi prevăzute cu numere ordinale a -ха, u>, prin urmare, deja cu un indice mai mic ѵ ΓΓr este deschisă, adică, că orice punct χ > ΓΓΓ este un punct interior al mulțimii Γ Γ Deoarece punctul x este un punct interior al fiecăreia dintre mulțimile Γx și Γ , există vecinătăți sferice (x, δ ) și (x, ξ ) Γ f) ^ I\r|r > care trebuia demonstrat Familia (r) a tuturor mulțimilor deschise ale unui spațiu metric X se numește deschisă, iar familia § a tuturor mulțimilor închise se numește topologia închisă a unui spațiu metric X Evident, mulțimea tuturor punctelor lui X, precum și cea goală set, sunt elemente atât ale familiei @ cât și ale familiei gr Cititorul este acum pregătit pentru următoarea definiție fundamentală: A introduce o topologie deschisă în orice mulțime X înseamnă a selecta o anumită familie (r) de submulțimi ale mulțimii X în așa fel încât să fie îndeplinite următoarele condiții: I(r) Întreaga mulțime X, precum și mulțimea goală A, sunt elemente ale familiei (r) II(r) Unirea oricărui număr și intersecția unui număr finit: mulțimile care sunt elemente ale familiei (r) sunt elemente ale familiei (r) Mulțimea X cu topologia deschisă (r) introdusă în ea se numește spațiu topologic (X, (r)), elementele mulțimii X în sine sunt numite puncte ale spațiului (X, (r)), iar mulțimile care sunt elemente ale familiei se numesc multimi deschise ale spatiului (X, @) Multimile F = X\G complementare multimilor G din familia (r) se numesc multimi inchise ale spatiului (X, (r))~ O familie de multimi inchise se numeste topologia inchisa a spatiului (X, @) Familia îndeplinește în mod evident următoarele condiții: $ Întregul mulțime X și mulțimea goală sunt elemente ale familiei SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE s ] Intersecția oricărui număr și unirea unui număr finit de mulțimi incluse într-o familie sunt elemente ale acestei familii În loc să începem cu introducerea unei topologii deschise în mulțimea X și apoi să definim mulțimi închise ' ca complemente ale celor deschise, s-ar putea introduce mai întâi o topologie închisă în mulțimea X, adică să selectăm o anumită familie de submulțimi ale mulțimii X care satisface conditiile si aceste multimi sunt inchise in spatiul topologic [X, $], iar multimile complementare celor inchise se numesc deschise; atunci familia (r) de mulțimi deschise astfel definite satisface condițiile I(r), II(r), adică formează topologia deschisă a spațiului topologic (X, @) = [X, ^] În loc de (X, (r)) și [X, Ș], în majoritatea cazurilor vom vorbi pur și simplu despre spațiul topologic X Astfel, topologia deschisă (r) în orice mulțime X determină în mod unic topologia închisă conjugată și invers Ambele topologii împreună - (r) deschis și % închis - formează structura topologică a spațiului topologic {X, $} = (X, (r)) = [X, $] Mai mult, evident că nu are nicio diferență dacă să începem definirea acestei structuri cu introducerea unei topologii deschise și apoi prin trecerea la seturi suplimentare pentru a defini o topologie închisă, sau să pornim de la o topologie închisă și să definim una deschisă, trecând la seturi suplimentare Am văzut că metrica fiecărui spațiu metric generează o anumită topologie în mulțimea tuturor punctelor sale, adică transformă spațiul metric dat într-un spațiu topologic definit Pe scurt, fiecare spațiu metric este, de asemenea, topologic într-un mod natural Dimpotrivă, dacă topologia unui spațiu topologic dat poate fi generată de o metrică introdusă în mulțimea punctelor sale, atunci spațiul topologic dat se spune că este metrizabil Topologia (deschisa, respectiv inchisa) a unui spatiu topologic X genereaza o topologie in orice multime X → X astfel: o submultime M a unei multimi Xo se numeste deschisa, respectiv inchisa, in Xo daca este intersectia multimii Xo cu o mulțime deschisă, respectiv închisă a spațiului X Astfel, orice mulțime X aflată într-un spațiu topologic X este, de asemenea, un spațiu topologic definit în mod unic Când se vorbește despre subspații ale unui spațiu dat, se înțelege tocmai convenția introdusă Definiție Orice mulțime deschisă a unui spațiu topologic X care conține un punct dat x îi corespunde SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE IGL o mulțime dată Μ, se numește vecinătate a punctului xr, respectiv, a mulțimii date η, în spațiul X Vecinătatea punctului x (mulțimea A ), de regulă, se notează cu Ox (respectiv, prin OM), dacă este necesar, și cu Ux, Vx etc Introdus firesc Definiție Un punct x se numește punct de contact, al mulțimii cX, dacă fiecare vecinătate Ox a punctului x conține cel puțin un punct din mulțimea M, adică dacă M P Ox=#L Mulțimea tuturor punctelor de contact ale mulțimii M în spațiul topologic X se numește închiderea mulțimii M în spațiul X și se notează cu [ ]% sau pur și simplu cu [ ]-Deoarece orice vecinătate a unui punct arbitrar conţine acest punct, fiecare punct al setului este un punct de contact al setului I, adică [ ] ( ) Să stabilim câteva proprietăți suplimentare ale operațiunii de închidere În primul rând, este evident că [X] = X și [L]=L De asemenea, este evident că dacă mulțimea M este conținută în mulțimea V, atunci > [ ] adică că închiderea oricărei mulțimi M > X este închisă Fie x e [[ ]] Să luăm o vecinătate arbitrară Ux a punctului x~ Acesta conține cel puțin un punct z/g[ ] și fiind o vecinătate a acestui punct y g [ ] prin definiție [Af], conține și puncte ale mulțimii M Astfel, o vecinătate arbitrară Ux a punctului x - § ] SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE se intersectează cu A , adică x £ [A ] Pornirea [[L ]] [L ], ceea ce înseamnă iar egalitatea ( ) este dovedită prin aceasta Teorema Intersecția tuturor mulțimilor închise din spațiul X care conține o mulțime dată M este [A ] (adică, închiderea oricărei mulțimi M este cea mai mică mulțime închisă care conține mulțimea M*); dacă F este o mulțime închisă care conține mulțimea M, atunci F [ U]) Dovada Deoarece [L ] este închisă și conține M, intersecția tuturor mulțimilor închise care conțin M este conținută în [L ] Pentru a demonstra includerea inversă, trebuie doar să arătăm că [L ] este conținut în orice F închis (atunci [L ] va fi conținut și în intersecția tuturor acestor F) Dar dacă se dă un F M închis, atunci (datorită monotonității închiderii) F = [F] [A ], ceea ce trebuia demonstrat Să demonstrăm, în sfârșit, că pentru orice: DzX, [L și V] = [L] și [V] Din LeLi)B, din monotonitatea închiderii rezultă că [L] s [L U B], [B] = [L U B], ceea ce înseamnă [L] U [B] S = [L U B] Pentru a demonstra includerea inversă, amintim că [L] și [B] și, prin urmare, [L] U [B], sunt închise și, prin urmare, prin teorema , avem [L și B] s [L] U [B] ] Următoarele proprietăți ale operației de închidere tocmai stabilite sunt (din motive care vor deveni clare într-un moment) denumite proprietăți de bază sau axiome ale închiderii: D [L U B] = [L] U [B] (distributivitatea în raport cu adunarea finită); ° L=[L ; ° [M]] = [L]; ° [A]=L Am definit un spațiu topologic în termeni de axiome care se aplică mulțimilor deschise sau închise S-ar putea alege o altă cale - pornind de la conceptul de închidere și luând în considerare condițiile °- ° ca axiomele cărora le este supus acest concept Apoi seturile închise ar fi definite ca seturi care coincid cu închiderile lor, iar seturile deschise ca seturi complementare celor închise Mai mult, ar fi ușor de demonstrat (și acest lucru este lăsat la latitudinea cititorului) că seturile deschise îndeplinesc condițiile I(r), II(r), în timp ce seturile închise satisfac condițiile Ig și II și conduc, prin definițiile și , la aceleasi inchideri care se dau a priori Astfel, toate aceste abordări conduc la aceeași clasă de spații topologice *) Seturi închise care conțin M există fără îndoială: de exemplu, toate X SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH Observație I Din punct de vedere istoric, prima abordare a conceptului de spațiu topologic general, care s-a dovedit a fi echivalentă cu conceptul general acceptat în prezent care stă la baza prezentării noastre, a fost tocmai abordarea în care conceptul de bază inițial este conceptul de închidere a un set Această abordare aparține matematicianului polonez Kuratowski ( ), care a formulat și axiomele de bază pe care le satisface noțiunea de închidere Prin urmare, axiomele de închidere formulate mai sus se numesc axiome ale lui Kuratovskii, iar autorul lor are prioritatea incontestabilă de a introduce conceptul general modern de spațiu topologic În ceea ce privește definirea unui spațiu topologic prin intermediul topologiei deschise, aceasta a fost întâlnită pentru prima dată ( ) în lucrarea lui Aleksandrov [ ] Am văzut mai sus că orice spațiu metric poate fi considerat spațiu topologic Obținem un alt exemplu foarte important de spații topologice dacă luăm în considerare o mulțime X ordonată liniar și definim mulțimi deschise în X ca mulțimi care sunt sume de intervale de ordine luate în orice număr Nu este greu de verificat că această definiție a mulțimilor deschise transformă o mulțime ordonată X într-un spațiu topologic - "spațiul unei mulțimi ordonate date" - notat și cu X Dacă M este o mulțime arbitrară situată în X, atunci punctul atingeri ale setului M când fiecare interval care conține punctul a conține și puncte ale mulțimii M Linia numerică, adică mulțimea tuturor numerelor reale, poate fi considerată atât ca o mulțime ordonată (liniar), cât și ca un spațiu metric (cititorul poate verifica cu ușurință că distanța dintre punctele dreptei numerice definită în § , Capitolul satisface axiomele metricii), iar ambele abordări conduc la aceeași topologie pe linia reală, adică la același spațiu topologic, pe care îl vom nota cu Z? și îl vom numi linie reală (topologică) Observația Din definiția generală a spațiului topologic nu rezultă că o mulțime formată dintr-un număr finit de puncte este în mod necesar închisă Să luăm, de exemplu, mulțimea sz, formată din doar două elemente a și b, și să declarăm ca mulțimi deschise ale spațiului topologic întreaga mulțime, mulțimea goală și mulțimea formată dintr-un punct b Ambele axiome I și II sunt valabile, deci $ este un spațiu topologic Seturile închise în sunt întregul set gol și setul format dintr-un punct a Setul format din punctul & nu este închis Rețineți că punctul a are un singur cartier, și anume toate § J SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE SW spatiu Inchiderea multimii formata din punctul b este si tot spatiul Acest spatiu se numeste "colon conectat" *) Un alt exemplu de spațiu topologic finit poate fi obținut luând o mulțime X formată din șapte "puncte": a, b, c; a, r, y; A, și presupunând că mulțimile deschise sunt: mulțimea goală, precum și următoarele mulțimi și sumele lor posibile: (a, b, c, A), (p, a, c, A), (y, a, b, A), (a, A), (b, A), (c, A), (A) Este ușor de verificat că printre mulțimile "un punct" (adică seturile formate dintr-un punct) doar a, p, y sunt închise Închiderea mulțimii formată din punctul a este (a, p, y), etc Închiderea mulțimii formată din punctul A este întregul spațiu X Dacă presupunem că A este un triunghi cu vârfurile y și opus laturile a, b, c, respectiv, atunci topologia introdusă în spațiul X capătă un sens geometric elementar simplu Având în vedere acest lucru, este ușor să construiți un spațiu de nouă puncte corespunzător unui tetraedru cu toate fețele, muchiile și vârfurile sale etc Definiție Un punct x al unui spațiu topologic X se numește punct limită al unei mulțimi M^X dacă fiecare vecinătate a punctului x conține infinite de puncte ale mulțimii M Se spune că un punct x este izolat în X dacă multimea formata dintr-un punct este deschisa in X Observația Exemplele date în Observația arată că în spații topologice poate avea loc următorul fenomen: fiecare vecinătate a punctului x conține puncte ale unei mulțimi finite M diferite de punctul x; prin urmare, un punct x al unui spațiu topologic X, care nu este un punct limită pentru mulțimea tuturor punctelor spațiului X, poate, în același timp, să nu fie un punct izolat al acestui spațiu (cum ar fi, de exemplu, unul dintre cele două puncte ale unui colon conectat) *) Cel mai simplu spațiu topologic, format din două puncte a și b, este "punctele simple" D, în care toate cele patru mulțimi conținute în el: A, a, b, acb - sunt, prin definiție, deschise (și deci și închis) Acest spațiu topologic poate fi definit și ca un spațiu metric în care p(a, b) este egal, de exemplu, (sau un alt număr pozitiv) Pe lângă două puncte simple și conectate, din două puncte a și b se mai poate construi un singur spațiu topologic, și anume așa-numitul "colon lipicios", în care doar întreg spațiul și mulțimea goală sunt seturi deschise Cu toate acestea, acest spațiu (spre deosebire de cele foarte importante, cu toată simplitatea lor, spațiile § și D) nu găsește nicio aplicație (datorită faptului că seturile deschise ale colonului lipicios sunt în corespondență unu-la-unu cu deschiderea seturi ale spaţiului formate dintr-un punct) SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH Este firesc să spunem că într-un spațiu topologic o secvență de puncte xlf x , xn, converge către un punct x dacă orice vecinătate a punctului x conține toate punctele acestei secvențe, pornind de la unul Un caz particular de secvențe convergente sunt șirurile staționare, pentru care, pornind de la niște u, avem xn = xn + = Conceptul de convergență este mult mai puțin important în teoria spațiilor topologice decât în teoria spațiilor metrice : se poate întâmpla ca punctul x spațiu topologic X să fie un punct limită al mulțimii M > X și, în același timp, să nu existe o succesiune în M care să convergă către punctul x Fie, de exemplu, X mulțimea tuturor numerelor reale Numim deschis în X orice mulțime obținută prin scăderea oricărui set cel mult numărabil de puncte din orice set de puncte deschis pe linia reală Este ușor de observat că nicio mulțime numărabilă din X nu are un punct limită și că pentru o mulțime nenumărabilă M punctele limită din spațiul X coincid cu punctele de condensare ale mulțimii M pe dreapta reală Mai mult, un punct x al unui spațiu topologic se numește punct de condensare al unei mulțimi nenumărate M aflată în acest spațiu dacă fiecare vecinătate a punctului x conține o submulțime nenumărabilă de puncte ale mulțimii M Numai secvențele staționare converg în spațiul X Prin urmare, dacă punctul x este un punct limită al acestei mulțimi care nu aparține mulțimii M, atunci nu există o succesiune de puncte a mulțimii M care converge către punctul x Cu toate acestea, în multe cazuri importante conceptul de convergență este, de asemenea, de interes în teoria spațiilor topologice; vom reveni asupra acestei probleme mai jos (§ ); acum observăm doar că considerând mulțimea bine ordonată W(coj) a tuturor numerelor ordinale din prima și a doua clasă ca spațiu topologic, observăm că convergența în acest spațiu nu este altceva decât convergența unei secvențe numărabile de ordinale numere an până la numărul limită X= isha, definit de noi l în § cap În acest sens, se poate observa că numerele transfinite de al doilea fel (numerele transfinite limită) și numai ele sunt puncte limită ale spațiului W (oh) Un punct x al unei mulțimi M se numește punct interior al acestei mulțimi dacă există o vecinătate a punctului x conținut în mulțimea M Mulțimea tuturor punctelor interioare ale mulțimii M se numește miez deschis al mulțimii M și este notat cu Următoarea afirmație este ușor de verificat: dacă A și B sunt mulțimi complementare reciproc ale unui spațiu topologic, adică B = X\ (deci, = X\B), atunci X\[ ] = ( ) Și X\ = [ ] ( ) De asemenea, este ușor de demonstrat că nucleul deschis al oricărei mulțimi M este suma tuturor mulțimilor deschise conținute în M (sau cea mai mare) mulțime deschisă conținută în mulțimea M Următoarele relații sunt valabile: (Q M/) = P , I= , = § ] SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE Aceste relații exprimă principalele proprietăți ale nucleului deschis al mulțimii; sunt duale proprietăților principale ale închiderii și pot fi obținute din ele pe baza formulei ( ) Se spune că o mulțime Μ a unui spațiu topologic X este densă peste tot în spațiul X dacă fiecare punct x e X este un punct de contact al mulțimii M, adică dacă [A ]x=X Se spune că o mulțime Μ este densă într-o mulțime deschisă Γ > X dacă Γ[M]x sau, ceea ce este același, dacă Μ C Γ este dens peste tot în subspațiul Γ > X; Se spune că o mulțime Μ nu este densă nicăieri în X dacă nu este densă în nici un deschis negoal Γ > X Este ușor de observat că Μ nu este nicăieri dens în X dacă și numai dacă fiecare Γ c X deschis non-vid conține Γ c: Γ deschis nevid, astfel încât A xG = A Observația Este ușor de demonstrat că închiderea fiecărui set dens nicăieri nu este dens nicăieri Observația Două mulțimi reciproc complementare A și B pot fi ambele dense peste tot în X-un exemplu: mulțimea tuturor punctelor raționale și mulțimea tuturor punctelor iraționale ale dreptei reale Totuși, dacă un F închis este dens peste tot în X, atunci F = X; dacă un G deschis este dens peste tot în X, atunci F = X\G nu este dens nicăieri în X Fiecare mulțime M a: X este peste tot densă în subspațiul [M] C X Definiţia Fie M o mulţime arbitrară a spaţiului X; multimea inchisa [A ]\ se numeste limita multimii M si se noteaza cu rLi Mulțimea r M nu este densă nicăieri în X, deși poate fi peste tot densă în [M] De fapt, vom lua în considerare doar limitele mulțimilor deschise și, mai rar, limitele mulțimilor închise Evident, pentru un G deschis, respectiv, pentru un F închis, avem rpG = [G]\G, rpF = F\ , iar mulțimea rpG nu este nicăieri densă în [G] = GllrpG și cu atât mai mult în întregul lui X, iar mulțimea F nu este nicăieri densă în X, deși poate fi peste tot densă în F Propoziția Dacă F este o mulțime închisă și G este o mulțime deschisă într-un spațiu X, atunci F\G este închis și G\F este deschis, Într-adevăr, F\G = F( (X\G) și G\F = G P(X\F), de unde urmează afirmația Seturi canonice închise și deschise (seturi on- și ho-se a) O mulțime care este o închidere a unui set deschis se numește o mulțime canonică închisă sau, pe scurt, o mulțime w Dacă A = [G], atunci G ^ ^A, deci A = [G][ ] A, adică A = [ ]; atât de multe- Proprietățile pot fi definite ca seturi care sunt închiderea miezului lor deschis SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH Fiecare multime inchisa F contine o multime x maxima (posibil goala), si anume A = [ ] În plus, este evident că suma a două multimi xa Ai = [Gi] și A ^=[G ] este o mulțime xx A = [Gx] U [G ] (cu toate acestea, intersecția a două mulțimi xa poate să nu fie un set xx) Mulțimile care sunt intersecția unui număr finit de n-mulțimi se numesc n-mulțimi Seturile care sunt nucleul deschis al unui set închis sunt numite seturi canonice deschise sau fără seturi Dacă G = , atunci G = , astfel încât seturile pot fi definite ca nuclee deschise ale închiderilor lor Din A = [ ] conform formulei ( ) rezultă că X \ A = \u d implică egalitatea X\G = [X\[G]] Prin urmare, mulțimile deschise canonice pot fi definite ca complemente ale mulțimilor închise canonice și invers Fiecare multime deschisa G este continuta in cea mai mica multime xo: este multimea Propoziția Dacă A este o mulțime arbitrară și F este o mulțime închisă arbitrară a spațiului X, atunci [A\F] = [ \F] Este suficient să demonstrăm că orice vecinătate Ox a oricărui punct x€[A\F] intersectează mulțimea \F Punem O = Oxn(X\F) Din moment ce x(E[A\F], atunci A # \u d OxL A P (X\G), adică, mulţimea deschisă Ox = Ox\P se intersectează cu A = [ ], dar apoi O P =^=A, adică Ay=Oxn"A>\F), Q E D Să revenim la spațiile metrice Să demonstrăm două teoreme care (deși din unghiuri diferite) stabilesc o legătură între mulțimile închise și cele deschise Teorema Orice două mulțimi închise disjunse Fx și F ale unui spațiu metric X au două vecinătăți disjunse în acest spațiu Dovada Deoarece Fx și F sunt mulțimi închise disjunse, niciun punct al uneia dintre aceste mulțimi nu este un punct de contact al celuilalt Prin urmare, pentru fiecare punct x £ Ft, numărul px = p(x, F ) este pozitiv Exact § | SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE U de asemenea pentru fiecare punct avem py = p(y, fj > Punem U și U sunt mulțimi deschise care conțin Fj și, respectiv, F Să demonstrăm că A U = A Să presupunem, de fapt, că există un punct z e U f)U Atunci există un punct x e F± astfel încât p(x, z) TIP O \ ZQ Lѵ l (( , b)-tip G a ; Această clasificare poate fi continuată folosind numere transfinite din clasa a doua Să fie construite mulţimi de toate tipurile a' a Observație Mulțimile închise sunt numite și mulțimi de clasa zero Dacă a este un număr ordinal, Y a unui spațiu topologic X într-un spațiu topologic Y se spune că este continuă la x eX dacă este valabilă următoarele: Starea Cauchy Pentru orice vecinătate Oyo a punctului yy = fxft există o vecinătate Ox a punctului x e X astfel încât fOx Y este continuă dacă și numai dacă pre-imaginea fiecărei mulțimi deschise V^Y a spațiului Y este o mulțime deschisă U-f^V a spațiului X Într-adevăr, să fie îndeplinită condiția Cauchy pentru orice punct χ £ X și să fie V o mulțime deschisă arbitrară în Y Pentru a demonstra că f V este deschis în X, este suficient să dovedim că orice punct x£/~ V este un punct interior al mulțimii Dar mulțimea deschisă V este o vecinătate a punctului y=fx', deci există o vecinătate Ox a punctului x din X pentru care fOxsV, iar aceasta înseamnă că Oxsf V Să presupunem, invers, că imaginea inversă a oricărei mulțimi deschise în Y este deschisă în X Să demonstrăm că atunci condiția Cauchy este îndeplinită pentru orice punct x e X Luăm o vecinătate arbitrară V=Oy" a punctului y = fx" Atunci f~lV este o vecinătate Ox a punctului x , iar pentru el, evident, fOxo^Oye Propunerea implică direct Propunerea O hartă f: X -> Y este continuă dacă și numai dacă pre-imaginea f- F a oricărei mulțimi închise F în Y este o mulțime închisă în X În cele din urmă, există Propoziţia O hartă f: X -* Y este continuă dacă şi numai dacă pentru orice mulţime MsX avem ILX e [M*]y Dovada ° Fie maparea X -> Y să fie continuă Atunci mulţimea f~l [f Al] este închisă şi conţine mulţimea M Prin urmare, [Af] s f i[/Al]), de unde f[Af]s[fAl] ° Fie /[A ]jf s[fAl]r pentru orice MsX Să demonstrăm că f: X -* Y este continuă Se consideră o mulțime F închisă în Y Atunci de unde [f F] sf~*F, prin urmare, este închis Propunerea a fost dovedită S ] HARTĂRI CONTINUE Să demonstrăm următoarele două afirmații: Propozitia Fie Flt Ft doua multimi inchise ale spatiului X, insumand tot X, si fie Ft -"- Y, f : Fa -" Y afisari continue ale acestor multimi inchise in spatiul Y, care coincid la intersectie Ft A F Apoi maparea f: X -> Y, dată de egalități f(x) = f (x) dacă x ^ Ft, f(x) = 'fAx)> dacă x e Pr, continuu Dovada Este suficient să demonstrăm că imaginea inversă f Φ a oricărei mulțimi Φ închisă în Y este închisă în X Dar (cum este ușor de verificat) ) și, prin urmare, în întreg spațiul X; prin urmare, mulțimea /~ Φ = /:r φu^ Φ este de asemenea închisă Propunerea a fost dovedită Propoziţia Fie sistemul de mulţimi a, Y imaginea mică f#G *) a unui set deschis G este deschisă Fără a menționa acest lucru în mod special, vom lua în considerare doar astfel de mapări deschise și închise ale spațiilor topologice care sunt, de asemenea, continue Trebuie remarcat faptul că printre mapările continue, mapările deschise formează o clasă extrem de specială Pentru a vedea acest lucru, este suficient să luăm în considerare funcțiile continue y = fx, O^x^l, realizând mapări deschise segmentul X = [ ^x^ ] în sine Aceste funcții au un număr finit de puncte maxime și minime pe intervalul [ ; ], de altfel, iau valoarea la punctele maxime, iar valoarea la punctele minime; în intervalele dintre două puncte extreme consecutive, funcția f este monotonă Un exemplu important de mapare deschisă de la un domeniu plat la altul pot fi hărțile efectuate de funcțiile analitice ale unei variabile complexe Poziția mapărilor închise în topologie este complet diferită: vom vedea că pentru o clasă foarte importantă de spații X și Y, fiecare mapare continuă f: X -* Y este închisă; în special, acest lucru are loc dacă spațiile X și Y sunt definite ca mulțimi situate într-un spațiu euclidian n-dimensional ?", unde X este închis și mărginit în Rn, în timp ce Y Rn este complet arbitrar Următoarea caracteristică a mapărilor închise are loc: Propoziția O mapare continuă f: X -> Y a unui spațiu topologic X este închisă dacă și numai dacă este îndeplinită următoarea condiție: (C- ) Pentru orice mulțime și orice vecinătate O a mulțimii f~*M, există o vecinătate V a mulțimii astfel încât Dovada D Să presupunem că maparea f este închisă; se consideră mulţimea M > Y şi vecinătatea a mulţimii f~rM Mulțimea F = X\O este închisă în X și FAf" M = A Prin urmare, mulțimea fF este închisă în Y și fF A M = A Vecinătatea V = Y\fF are proprietatea f^V A F=A, deci condiția ( C" ) este îndeplinită ° Fie maparea f satisface condiția (C" ) Să presupunem că imaginea fF a unei mulțimi F închisă în X nu este închisă în Y Fie y €[fF]\fF Mulțimea X\F este o vecinătate a mulțimii f^y Prin urmare, există astfel *) Pentru definirea imaginii mici, vezi pagina § ] HARTĂRI CONTINUE o vecinătate V a lui y astfel încât f~ V^X\F Dar atunci V(\fF=A" și deci contradicția obținută dovedește închiderea subtirimea cartografierii f În ceea ce privește mapările închise (deschise), vom demonstra și următoarele Enunțul Dacă o mapare continuă f: X -> Y a spațiului X în spațiul Y este închisă (deschisă), atunci pentru orice mulțime B → Y maparea f: f~lB -> B este de asemenea închisă (deschisă) Dovada Să considerăm o mulțime T închisă (deschisă) în f > B Atunci există o mulțime închisă (deschisă) F în X, la intersecția cu care dă mulțimea T Prin presupunere, mulțimea fF este închisă (deschisă) în Y Prin urmare, setul BftfF = f(f~'BftF) = f \ Q E D Să luăm în considerare cazul unei mapări unu-la-unu f: X->Y a spațiului X pe spațiul Y În acest caz, este definită și maparea inversă f " Y->X Exemplul de mai sus de mapare a semiintervalului X = [ ; n) pe cercul S arată că continuitatea mapării unu-la-unu /, în general, nu implică continuitatea mapării inverse f- Cu toate acestea, este ușor de demonstrat Propoziția Dacă o mapare continuă unu-la-unu f a unui spațiu X pe un spațiu Y este închisă, atunci maparea inversă f" : Y -> X este continuă (și închisă) Aceasta rezultă din faptul că imaginea inversă a oricărei mulțimi închise F^X sub maparea f" : Y > X este mulțimea (f ) F = /:/? ț= Y, care este închis datorită închiderii mapării f Continuitatea mapării f" , care este inversă unei mapări unu-la-unu, continuă și deschisă, este demonstrată în mod similar Definiția O mapare f: X -> Y a unui spațiu topologic X pe un spațiu topologic Y se numește o mapare topologică (sau homeomorfă) a lui X pe Y dacă f este unu-la-unu și dacă ambele mapări f: X - > Y și f- : Y -> X sunt continue Cu alte cuvinte: o mapare topologică a unui spațiu X pe un spațiu Y este o mapare unu-la-unu a unei mulțimi X pe o mulțime Y astfel încât mulțimea tuturor mulțimilor deschise din X este mapată pe mulțimea tuturor mulțimilor deschise în Y sau - ceea ce este același - mulțimea tuturor mulțimilor închise din X este mapată pe mulțimea tuturor mulțimilor închise din Y SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH O mapare topologică f a unui spațiu X pe un subspațiu Yo al unui spațiu Y se numește o mapare topologică a unui spațiu X într-un spațiu Y Se spune că spațiile X și Y sunt homeomorfe între ele dacă unul dintre aceste spații poate fi topologic mapat pe altul Definiția continuității dată mai sus înseamnă că o hartă f a unui spațiu topologic X într-un spațiu topologic Y este continuă dacă imaginea inversă a topologiilor (deschise, respectiv închise) ale spațiului Y este conținută în (deschis, respectiv închis) ) topologia spațiului X Se pune firesc întrebarea despre hărțile f: X- > Y pentru care imaginea inversă a topologiei spațiului Y coincide cu topologia spațiului X, adică mulțimea M Y este deschisă (închisă) în Y dacă și numai dacă setul f~ M este deschis (închis) în X Mapările care îndeplinesc această condiție se numesc mapări factori *) Hărțile factoriale sunt, evident, continue Aceasta este o clasă foarte importantă de mapări Să demonstrăm, în special, că toate mapările continue închise și deschise sunt factoriale Dovezile pentru mapările închise și deschise sunt destul de asemănătoare, așa că ne limităm la mapările închise Astfel, fie maparea f: X -> Y închisă și fie Φ o mulțime închisă în Y Atunci / Φ este închisă în X în virtutea continuității mapării f În schimb, dacă pentru o mulțime M^Y mulțimea / A = Φ este închisă în X, atunci mulțimea M = [Φ este închisă în Y în virtutea faptului că / este închisă Mapările factoriale apar în mod natural sub așa-numitele factorizări ale spațiului X în raport cu unele dintre partițiile sale O partiție a unui spațiu este înțeleasă ca un sistem de EL al submulțumirilor sale disjunse închise {L }, a căror unire este tot X Dacă se defineşte o partiţie a lui EL, atunci se defineşte şi maparea naturală p, : X -> EL, care constă în asocierea fiecărui punct x e X a unei mulţimi unice care conţine x Acum transformăm mulţimea EL într-un spaţiu topologic, declarând fiecare multime EL, a carui imagine inversa p sub maparea naturala p: X -> EL este o multime deschisa a spatiului X Evident, am obtine aceeasi topologie pe EL numind orice multime ^ EL inchisa in EL a carui preimagine p este închis în X Această topologie se numește topologia factorului pe mulțimea EL (submulțimi disjunse ale spațiului X, însumând tot X) *) Mapările factoriale au fost luate în considerare pentru prima dată de Aleksandrov [ ] (vezi și Aleksandrov în - X op ff [ ], Ch , § și Ch , §§ , ) USD] HARTĂRI CONTINUE Este evident că sub topologia factorială în EL, maparea naturală ρ: X -> A este o mapare factorială și, în consecință, continuă a spațiului X în spațiul EL Spațiul EL însuși este numit spațiu de partiție EL sau spațiu de coeficient X de către partiția EL De asemenea, este evident că condiția ca toate M C EL să fie închise în X este echivalentă cu condiția ca toate mulțimile de un punct ale spațiului EL să fie închise; această ultimă condiție este exprimată spunând că A este un ^-spațiu Vom reveni asupra acestei probleme în § Conceptele de convergență și convergență uniformă a unei secvențe de funcții continue, cunoscute cititorului din cursul analizei matematice, sunt transferate aproape fără modificări în cazul spațiilor topologice Fie X o mulțime și f: X -► T? o funcție pe mulțimea X Să spunem că o succesiune de funcții {/n: n= , , } converge către o funcție f dacă pentru orice e > și orice punct dat x ⊂ X, se poate găsi un număr ne (în funcție, în general, nu numai de θ ales, ci și de punctul x) astfel încât I f (x) - f n (*) I ne (*) Dacă n poate fi ales pentru fiecare > în așa fel încât condiția (*) să fie îndeplinită pentru toate χ e X, atunci spunem că șirul {fn} converge uniform către funcția f După cum cititorul știe deja din cursul analizei matematice, dacă o succesiune {fn} de funcții continue pe un spațiu topologic (în special, pe un spațiu metric) X converge către o funcție reală f: X -> R , atunci funcția f nu trebuie să fie continuu În același timp există Propozitia Orice functie f dintr-un spatiu topologic X care este limita unei secvente uniform convergente de functii continue este continua Dovada Să fie dat un punct x e X și un număr pozitiv Este necesar să se găsească o vecinătate Ox a punctului x astfel încât I f (x) - f (y) I n și toți r e X Deoarece funcția fn este continuă, există o vecinătate Ox a lui X astfel încât I fn (x) - fn (y) I x Propunerea a fost dovedită SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH § Conexiunea Un spațiu X se numește deconectat dacă poate fi reprezentat ca suma a două mulțimi închise nevide care nu se intersectează: X \u d F și F (*> Deoarece mulțimile Φx și Φ sunt reciproc complementare, fiecare dintre ele, ca o completare a uneia închise, este deschisă Prin urmare, în definiția unui spațiu deconectat, seturile închise pot fi înlocuite cu deschise sau "deschise-închise", adică cele care sunt atât deschise, cât și închise Fiecare spațiu are două seturi "triviale" deschis-închis: întregul spațiu și setul gol Dacă un spațiu nu este conectat, atunci conține seturi netriviale deschise-închise, adică nevide și, în același timp, care nu coincid cu întregul spațiu: astfel sunt fiecare dintre seturile Φ și Φ ale partiției (*) În schimb, dacă există cel puțin o mulțime netrivială deschis-închis Φx într-un spațiu, atunci complementul său Φ = X\Φx este, de asemenea, o mulțime clopen non-trivială, astfel încât avem o partiție (*) Asa de: Un spațiu este deconectat dacă și numai dacă conține un set non-trivial deschis-închis Dacă, pe de altă parte, în spațiul X singurele mulțimi deschise-închise sunt două triviale (sau, ce este același, dacă, pentru orice reprezentare a spațiului X ca sumă a doi termeni închiși neintersectați Φx și Φ , cel puțin unul dintre acești termeni este gol), atunci X se numește conectat Spațiul gol și punctul sunt în mod evident spații conectate Deoarece fiecare mulțime aflată într-un spațiu topologic este ea însăși un spațiu topologic, atunci, după ce am determinat conexiunea unui spațiu topologic, putem în același timp stabili dacă o mulțime dată M aflată în spațiul X este conectată sau nu Numai când se consideră împărțiri ale mulțimii M într-o sumă a două mulțimi închise (sau când se consideră submulțimi deschise-închise ale mulțimii ), trebuie amintit că vorbim despre mulțimi care sunt închise și deschise în M și că un Mulțimea care este închisă (sau deschisă) în M nu poate fi închisă (respectiv, deschisă) în X De exemplu, dacă X este un plan, iar M este suma intervalelor ( ; ) și ( ); ) pe axa x, atunci fiecare dintre aceste intervale este un set clopen în M care nu este nici închis, nici deschis în X Observație Dacă Xo este un subspațiu al unui spațiu topologic X și mulțimea AIcX este clopenă în Xo, atunci X conține o mulțime deschisă Φ și o mulțime închisă -§ ] conexiunea o mulţime de Γ astfel încât L = XLG = XG)F; totuși, în spațiul X este posibil să nu existe nicio mulțime deschis-închis care să dea mulțimea M în intersecția cu Xo De exemplu, fie X linia numerică și Xo subspațiul său format din toate numerele raționale Să notăm cu M mulțimea deschis-închis în Xo, care constă din toate numerele raționale ale intervalului K ; K ) Mulțimea M nu este intersecția cu Xo a oricărei mulțimi clopen din X (deoarece, așa cum vom vedea în curând, nu există o mulțime clopen netrivială în X) Teorema Un segment al dreptei reale este o mulțime conexă Dovada prin contradictie Fie segmentul [a; &] este deconectat Apoi poate fi reprezentat ca o sumă a două negoale neintersectate deschis-închis în [a; b] setează Fx și F Fie, de exemplu, a astfel încât semisegmentul [a; i + c) este cuprinsă în Fx Numim un punct χ e [a;b] "marcat" dacă semisegmentul [n; x) este cuprinsă în Fx Toate punctele semisegmentului [a; afs), după cum am văzut, sunt marcate; prin urmare, notând cu c limita superioară a mulțimii tuturor punctelor marcate, avem în orice caz c > a Se afirmă că c este un punct distinctiv, adică fiecare punct x C [a; c) este cuprinsă în Фѵ Într-adevăr, fie un punct arbitrar χ £ [a; Cu); deoarece c este limita superioară a mulțimii de puncte marcate, există un punct marcat x' > x; prin urmare, [a; x') Deoarece toate punctele semisegmentului [a \ c) aparțin lui Φx și Φx este închis, rezultă că χ > Φφ Dar Φx, în plus, este deschis Prin urmare, dacă cY=b, atunci toate punctele unui semisegment [c; cfs')" s' > O" aparțin lui Fx și, prin urmare, c-ț-e' este un punct "marcat", contrar presupunerii că c este limita superioară a tuturor punctelor marcate Deci, cu siguranță c = b Dar în acest caz, după cum s-a dovedit, [a; b) este cuprinsă în Φx, iar datorită faptului că Φ este închis! φ conține și punctul , astfel încât Φ , contrar presupunerilor noastre, este gol Contradicția rezultată demonstrează teorema Exemple de mulţimi deconectate sunt: ) suma a două segmente (sau două intervale) ale unei drepte reale care nu au puncte comune (fiecare dintre aceste segmente (respectiv intervale) este deschis-închis în suma lor); ) mulțimea R\ a tuturor punctelor raționale ale dreptei reale (mulțimea tuturor punctelor raționale situate pe un interval cu capete iraționale - de exemplu, pe intervalul (-J/ ; ]/ ) - este o mulțime clopenă în spațiul RI ) Într-un mod similar, vedem că mulțimea tuturor punctelor iraționale ale dreptei nu este conectată SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE |CH Teorema F Fie că în spațiul X ni se dau două mulțimi închise disjunse Φx și φ și o mulțime conexă nevide M conținută în suma Φx și Φ ; atunci M este în mod necesar conținut într-un singur termen al acestei sume, adică fie în Фѵ, fie în Ф Într-adevăr, din moment ce M FT și F , atunci M = (MpF ) şi (L pF ) Deoarece Ф^ și Ф sunt închise în X, atunci M P Fx și M P F sunt închise în M și, deoarece M este conexat, atunci una dintre mulțimile M P F sau M P F , de exemplu, M P Fx, este goală, astfel încât M = M P F F , care urma să fie demonstrat Se dovedește exact în același mod Teorema O Dacă o mulțime conexă M este conținută în suma a două mulțimi deschise disjunse Gx, G ale spațiului Xr, atunci este cuprinsă în întregime în unul dintre termenii acestei sume Din aceste teoreme simple rezultă o serie de corolare: Teorema Fie dat în X un sistem (de orice cardinalitate) de mulțimi conexe Ma, iar intersecția tuturor acestor mulțimi Ma este nevidă; atunci se conectează suma M a tuturor mulțimilor Ma Într-adevăr, dacă mulțimea Μ ar fi deconectată, atunci ar exista o reprezentare a lui Μ ca sumă a două mulțimi nevide, neintersectate Φx și Φ închise în ea: L \u d F și F , iar fiecare dintre mulțimile Ma ar fi conținută, de teorema anterioară, fie în Φx, fie în φ Prin presupunere, există un punct a care aparține tuturor Aîei; fie, de exemplu, a^Fx Atunci fiecare Mai, având un punct a în Φx, trebuie să fie în întregime cuprins în Φϵ Prin urmare, Λ ^ Φϵ, adică φ este gol, contrar presupunerilor noastre Teorema Fie, pentru oricare două puncte x și y din spațiul X, se poate găsi o mulțime conexă Cxy care conține aceste două puncte Atunci tot X este conectat Într-adevăr, dacă ar fi X-^PhiOF,, unde Φx și Φ sunt mulțimi închise nevide și neintersectate, atunci se pot lua arbitrar două puncte x e Φχ, # e Φ Mulțimea conectată Cxy care conține x și y ar intersecta atât Φx, cât și Φ , în timp ce prin teorema F ar trebui să se afle fie în Φx, fie în Φ Contradicția demonstrează teorema conexiunea USD Teorema , Teorema și definiția unei mulțimi convexe ♦) implică Teorema Fiecare mulțime convexă este conexă Deci, spațiul n-dimensional\euclidian este conectat pentru orice n În special, linia numerică este de asemenea conectată Teorema Mulțimile conectate pe linie sunt: mulțimea goală, mulțimile de un punct, segmentele, semisegmentele (finite și infinite) și intervalele (finite și infinite) Nu există alte seturi conectate pe linie Deoarece toate mulțimile enumerate în teorema sunt conectate (fie și doar pentru că sunt convexe), rămâne doar să demonstrăm că nu există mulțimi conectate pe linie, altele decât cele enumerate Această demonstrație se bazează pe următoarea lemă: Lema Dacă a și b sunt două puncte ale unei mulțimi conexe C pe linie, atunci fiecare punct al intervalului (a \ b) este conținut în C Pentru a demonstra lema, presupunem că un punct din intervalul (a; b) nu aparține lui C Apoi, notând cu Φx mulțimea tuturor punctelor mulțimii C situate în stânga lui c, iar cu Φ mulțimea dintre toate punctele mulțimii C aflate la dreapta lui c, obținem, în contradicție cu conexiunea lui C, două mulțimi deschise nevide în C și Ф , însumând tot C și neavând puncte comune Lema este dovedită Acum să fie C o mulțime conexă arbitrară pe linia R Să presupunem mai întâi că C este mărginit, și fie a = inf C, b = sup C Dacă x este orice punct al intervalului (a; b), atunci, luând punctele a' g C, bf C C respectiv pe [a; x) și (x; fe] (astfel de puncte există în virtutea definiției numerelor a și b), concluzionăm imediat din lemă că x e C Astfel, intervalul (a; b) este în orice caz cuprins în C Deoarece, pe de altă parte, C^[a; &], atunci C coincide în mod necesar cu una dintre cele patru mulțimi: (a; b), [a; b), (a; b] sau [a; & ] Dacă C este mărginit doar de o parte, de exemplu, de jos, atunci, stabilind a = inf C, demonstrăm că intervalul infinit (a; oo) este cuprins în C: pentru orice punct x £ (a; oo) avem se iau punctele a' £ C, respectiv b' pe [a; x) și (x; oo) și concluzionăm din lemă că x e C Astfel, în cazul luat în considerare, C este fie un interval (a; oo) fie un semisegment [a; oo) În sfârșit, dacă C nu este mărginit nici deasupra, nici dedesubt, atunci pentru orice punct x e R luăm punctul a' £ C la stânga lui x și punctul b' £ (a la dreapta lui x, de unde prin Lema xgC, deci că C = R* Teorema O imagine continuă a unui spațiu conectat este conectată *) O mulțime M situată într-un spațiu n-dimensional euclidian se numește convexă dacă segmentul care leagă oricare două puncte ale mulțimii M se află în întregime în M SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE |CH * Într-adevăr, fie f o mapare continuă a unui spațiu conex X pe un spațiu Y Este necesar să se demonstreze că Y este conex Dar altfel am avea o partiție a spațiului Y în două mulțimi închise disjuncte nevide: Imaginile inverse Ft și F ale mulțimilor Φx și φ ar fi nevide (deoarece f mapează X pe tot Y) mulțimi închise disjunse care însumează întreg spațiul X, ceea ce contrazice conexiunea acestuia Teorema implică Teorema O funcție reală y = f(x), continuă pe un spațiu conex X și luând oricare două valori a și b, ia, de asemenea, orice valoare c situată între un ub Într-adevăr, mulțimea Y de numere reale, care este imaginea spațiului X, este conectată prin Teorema ; prin urmare, dacă a e Y, b(-Y și a p Deoarece segmentul xx' se află în Γ, repetând cuvânt cu cuvânt construcția tocmai finalizată, obținem din nou o linie poligonală ox' situată în Γ, astfel încât x' £ Γ, care trebuia demonstrat Teorema Fie C o mulţime conexă aflată în spaţiul X; fiecare multime Co care contine C si continuta in [C] este conectata Această teoremă este de obicei formulată după cum urmează: prin adăugarea oricărei mulțimi a punctelor sale limită la o mulțime conexă C, obținem o mulțime conexă De exemplu, să fie C mulțimea tuturor punctelor poliliniei cu legături infinite prezentate în Fig , iar B este orice mulțime (finită sau infinită) situată pe segmentul [ ; ] axa y Deoarece C, după cum este ușor de văzut, este conexat, iar B este format din puncte limită ale mulțimii C, atunci în virtutea teoremei se leagă și mulțimea Co = C și B Demonstrarea teoremei Fie Co să îndeplinească condițiile teoremei Dacă Co nu ar fi conexat, atunci am avea o partiție C ^ ^ ^ , unde φi și Φ nu se intersectează și sunt închise în spațiul Co Dar atunci, prin Teorema , mulțimea conexă C, fiind conținută în suma Φ > Φ, ar fi conținută într-unul din termenii acestei sume, de exemplu, în Φv ar fi în Fx Astfel Φ este gol, iar aceasta demonstrează teorema Fie a un punct arbitrar al spațiului X Numim componenta punctului a și X suma Ca a tuturor mulțimilor conexe situate în X și care conțin punctul a Mulțimea Ca conține punctul a (întrucât mulțimea formată dintr-un punct este conectată) Prin urmare Ca SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH Orez nu este gol Prin teorema se conectează mulțimea Ca Astfel, Ca este cea mai mare mulțime conexă din X care conține punctul a ("cea mai mare" în sensul că fiecare mulțime conexă din X care conține punctul a este, de asemenea, conținută în Ca) În cele din urmă, din teorema rezultă că Ca este închis (altfel, adăugând un punct limită x neconținut în Ca la Ca, am obține o mulțime conexă "mai mare" Ca\Jx) Dacă componentele Ca și Cb a două puncte a și b din spațiul X au cel puțin un punct comun, atunci ele coincid, deoarece prin teorema se leagă mulțimea Ca U Cb Deci, componentele oricăror două puncte ale unui spațiu dat fie coincid, fie nu se intersectează Prin urmare, fiecare nenta Ca este ceva între cutii de compot și în același timp există și o componentă a oricărui punct xgCfl, astfel încât întregul X se descompune (și, mai mult, unic) în componentele sale (adică în componente ale punctelor distincte a e X) Fiecare dintre componentele spațiului X nu este conținută în nicio submulțime conexă a spațiului X care este diferit de acesta; în acest sens, componentele unui spațiu dat sunt cele mai mari submulțimi conectate ale spațiului X Observația Ca întotdeauna, considerând orice mulțime MczX ca spațiu, putem vorbi despre componentele acestei mulțimi (care se află într-un anumit spațiu) Mai mult, este firesc ca componentele multimii M, fiind inchise in M, in general, sa nu fie inchise in X Exemple Dacă X este un punct simplu, atunci componentele lui X sunt punctele lui Dacă X este suma a două sau a unui număr finit de segmente perechi neintersectate ale dreptei reale, atunci aceste segmente sunt componentele lui X În virtutea teoremei Și, singurele mulțimi conexe nevide care se află în mulțimea tuturor punctelor raționale sau în mulțimea perfectă Cantor*) sunt mulțimi de un punct Același lucru este valabil și pentru setul tuturor *) Vezi § din acest capitol conexiunea § J puncte iraţionale Prin urmare, dacă luăm ca spațiu X mulțimea tuturor punctelor raționale, sau mulțimea tuturor punctelor iraționale ale dreptei reale sau mulțimea perfectă Cantor, atunci componenta fiecărui punct a din X va consta din acest punct a Observația Un spațiu X se numește complet deconectat dacă componenta fiecăruia dintre punctele sale este formată din acest punct Cu alte cuvinte, un spațiu este complet deconectat dacă și numai dacă nu conține subspații conectate /non-triviale Exemplul Să luăm o mulțime de puncte raționale ? pe axa x și în fiecare dintre punctele sale x stabilim o perpendiculară de lungime spre y pozitiv Notăm suma acestor perpendiculare cu Q Segmentele Qx sunt componente ale mulțimii Q Orice segment sau semi-segment D aflat în mulţimea deschisă Γ a dreptei reale ? este conţinut într-un interval nevid Γ's Γ Este suficient să luăm în considerare cazul A = [a; b]e Γ Atunci, deoarece Γ este deschis în ? , există intervale (a';a")e# și (b';b")$b situate în Γ În mod evident, intervalul (a'; b") conține segmentul [a; b] și se află în Γ \Γ, adică intervale situate în Γ, dar având punctele finale aparținând lui Φ Am văzut că componentele oricărui spațiu topologic sunt mulțimi închise Exemplele de mai sus arată că componentele pot să nu fie seturi deschise Să luăm un alt exemplu Fie X format din segmente •$ , Si, L, pe un plan paralel cu axa y și determinat de condițiile: pentru Deci: x = , pentru Sn: x = ~, O^y^l (n = , , , ) Aceste segmente sunt componente ale spațiului X; Sn pentru n sunt deschise în X, dar Deci nu este o mulțime deschisă în X Mulțimile deschise conectate se numesc regiuni (ale unui spațiu dat X) Având în vedere exemplele de mai sus, este interesant Teorema Componentele oricărei mulțimi deschise ale unui spațiu n-dimensional heuclidian sunt domenii În special, componentele unui set deschis pe linie sunt intervale Pentru a demonstra acest lucru, luăm în considerare un punct x al componentei C a mulțimii deschise Γ, punctul x, fiind intern în Γ față de Rnt, are o vecinătate U (x, ) b) este conex SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH Observație Dovada vecinătăților sferice în Rn Orez {Teorema ); și întrucât C este o componentă a punctului x, atunci U (x, s)ț=C Astfel, fiecare punct al componentei C este interior, deci C este o mulțime deschisă, ceea ce urma să fie demonstrat Teorema Fiecare mulţime deschisă Γ din spaţiul n-dimensional Rn este suma unui număr finit sau numărabil de domenii disjunse pe perechi Dovada Deoarece componentele mulțimii Γ sunt domenii care nu au puncte comune pe perechi, rămâne de demonstrat că orice mulțime S de domenii disjunse pe perechi din Rn este finită sau numărabilă Mulțimea tuturor punctelor raționale dintr-un spațiu n-dimensional (adică punctele ale căror coordonate sunt raționale) este numărabilă și dens peste tot în Rn Prin urmare, "luând primul punct rațional al spațiului Rn care a căzut în regiunea dată £ , obținem o mapare unu-la-unu a sistemului pe o submulțime a unei mulțimi numărabile, care demonstrează că mulțimea nu este mai mult decât numărătoare Teorema se bazează numai pe conexiune și este aplicabilă tuturor spațiilor topologice X, care au proprietatea că pentru orice punct \ x e X și orice vecinătate a lui x fa există o vecinătate conexă U a punctului x (adică o mulțime deschisă conexă care conține punctul x) situată în Ox*) Spațiile X care îndeplinesc ultima condiție pentru orice χ e X se numesc local conectate (cum ar fi, de exemplu, spații euclidiene și astfel sau orice set deschis în ele) Astfel, demonstrând teorema , am demonstrat de fapt o propoziție mai generală: Teorema Componentele oricărui spațiu conectat local sunt domenii Singurele regiuni de pe linie sunt intervalele Dar deja în plan, regiunile pot avea o formă foarte complexă Numind mulțimea [Γ]\Γ granița domeniului Γ, se pot clasifica în primul rând domeniile mărginite plate în funcție de numărul de componente în care se despart granița lor Acest număr se numește ordinea de conectivitate a regiunii În special, un domeniu a cărui graniță este o mulțime conexă a fost numit simplu conex (Fig , a); o regiune a cărei limită este formată din două componente se numește dublu conexă (Fig b); o zonă a cărei limită este formată din trei componente se numește trei-conectate (Fig , a) etc Limita oricărei regiuni este o mulțime închisă, dar structura acestei mulțimi închise, chiar și în cazul regiunilor pur și simplu conectate, poate fi extrem de complexă, așa cum se arată în Fig : marginea unei regiuni spiralate hașurate constă dintr-o curbă desenată cu îndrăzneală și un cerc în jurul căruia se învârtește această curbă (și întreaga regiune); această graniță este conectată Curbele elementare închise, cum ar fi, de exemplu, un cerc, o elipsă etc , sunt simultan limitele a două regiuni, dintre care una este limitată și constituie așa-numita regiune internă a unei curbe date, iar cealaltă nu este limitată ("regiune externă a unei curbe închise") Cu toate acestea, granița regiunii spiralate hașurate Γ (în Fig ) este în același timp granița celei de-a doua regiuni Γ', de asemenea mărginită (regiunea Γ' este diferența dintre cercul prezentat în Fig și închiderea regiunii Γ) *) După cum vom vedea în secțiunea următoare, colecția de mulțimi deschise {£ } este așa-numita bază a spațiului X § BAZELE ȘI GREUTATEA UNUI SPAȚIU TOPOLOGIC Este mult mai dificil de imaginat o astfel de stare de lucruri în care aceeași mulțime închisă conexă C este granița a trei (sau mai multe) regiuni disjunse pur și simplu conectate în perechi Pentru a înțelege cum este posibil acest lucru, imaginați-vă o insulă în larg, cu două lacuri pe ea și imaginați-vă următorul program de lucru În prima oră, canalele sunt trase din mare și din fiecare dintre cele două lacuri în așa fel încât fiecare dintre aceste canale să fie "orb" (adică este de fapt golful rezervorului corespunzător), astfel încât acestea canalele nu se ating nicăieri și că, ca urmare a lucrului orar, distanța de la fiecare punct de pământ până la apa mării, precum și până la apa fiecăruia dintre cele două lacuri, a fost mai mică de km În următoarea jumătate de oră, fiecare dintre cele trei canale trasate continuă astfel încât, ca și înainte, toate canalele să rămână oarbe și să nu se atingă între ele, iar distanța de la fiecare punct de pământ până la apa fiecăruia dintre cele trei rezervoare să devină mai putin de un kilometru În următorul sfert de oră, canalele continuă mai departe, astfel încât, încă necomunicand între ele, ele să pătrundă în interiorul insulei cu o asemenea "densitate" încât distanța de la fiecare punct de pământ până la apa fiecăruia dintre cei trei Fig Doems au devenit începând cu unele În această definiție ne putem limita evident doar la vecinătăți aparținând unei baze locale a spațiului în punctul x Următoarele au loc Propoziția Într-un spațiu X cu prima axiomă a numărabilității, un punct χ este un punct de contact al mulțimii λ ^X dacă și numai dacă există o succesiune de puncte {xn\ ale mulțimii M convergente în punctul x Evident, este suficient să demonstrăm doar o jumătate din această propoziție și anume să găsim în mulțimea M o succesiune de puncte {xi} convergente către punctul de contact x al mulțimii M Pentru aceasta, luăm o bază numărabilă de spațiul X în punctul x Fie U k = , , , , elemente ale acestei baze Înlocuirea, dacă este necesar, a Uk cu U A P U P • • D) Uk* vedem că, fără pierderea generalității, putem presupune că U^U = =>Uns ( ) Deoarece x este punctul de contact al mulțimii M, pentru fiecare k putem lua punctul xk € Al Uk Să demonstrăm că șirul {xl} converge în punctul x Într-adevăr, fie Ox o vecinătate arbitrară a punctului x După definiția unei baze locale, există U/r - Ox Dar, având în vedere relația presupusă ( ), toate punctele x^,xk+ se află în Uk > Ox, iar convergența șirului {xA} până la punctul x este demonstrat Propunerea ne permite să reducem noțiunea de punct de contact și, prin urmare, întreaga structură a acelor spații în care Propunerea este valabilă, la luarea în considerare a secvențelor convergente de puncte, ceea ce este foarte important pentru aplicații Prin urmare, din punct de vedere topologic, spațiile pentru care se aplică Propoziția formează o clasă foarte importantă de spații; aceste spaţii se numesc spaţii Fréchet-Urysohn*) Știm deja că spațiile cu prima axiomă a numărabilității și în special *) Numit după unul dintre fondatorii topologiei generale, matematicianul francez Fréchet, care a vrut să construiască întreaga topologie generală folosind conceptul de succesiune convergentă, și P S Uryson, care a fost primul care a determinat granițele logice exacte ale posibilității a unei astfel de constructii SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE IGL De fapt, spațiile metrice (metrizabile) sunt spații Fréchet-Urysohn Să fie dată o bază = {U} a unui spațiu topologic X Alegând în fiecare mulțime U € cu un punct, obținem o mulțime de puncte M^X densă peste tot în spațiul X (demonstrația este destul de simplă și poate fi lăsată în seama cititorului) Din ceea ce tocmai s-a spus rezultă că, dacă un spațiu topologic X are o bază de cardinalitate xn, atunci acest spațiu conține și o mulțime densă peste tot de cardinalități w Numim densitatea spațiului X cel mai mic număr cardinal w astfel încât spațiul X conține un set dens peste tot de cardinalități w Tocmai am demonstrat că densitatea unui spațiu nu depășește greutatea acestuia Spațiile de densitate numărabilă (adică spații care conțin o mulțime densă numărabilă peste tot) sunt numite separabile (un termen extrem de nefericit, dar, din păcate, a prins rădăcini și a căpătat distribuție generală) Tocmai am văzut că fiecare spațiu topologic cu o bază numărabilă este separabil Există exemple de spații topologice separabile care nu au o bază numărabilă (aceste exemple vor fi date la sfârșitul secțiunii) Cu toate acestea, există Teorema Pentru ca un spațiu metric să aibă o bază numărabilă, este suficient și evident necesar ca acesta să fie separabil Dovada Fie X un spațiu metric separabil și D={d\ o mulțime numărabilă peste tot densă în spațiul X număr rațional Familia S este evident numărabilă Să demonstrăm că este o bază a unui spațiu metric X Pentru a face acest lucru, în fiecare punct χ e X și în mulțimea deschisă Γ care îl conține, trebuie să alegem un element O(d, r) din familia S astfel încât x e O(d, r) e Γ Deoarece χ este un punct interior al mulțimii Γ, există o vecinătate sferică O(x, e)c Γ conținută în Γ Luați un punct d^D situat în O^x și un număr rațional pozitiv r astfel încât -| Y în spațiile Y într-un spațiu Y este continuă dacă imaginile inverse f~lOa ale elementelor unei prebaze = { a}, a £ , ale spațiului Y sunt deschise în spațiul X Dovada Sa punem S o, pog r= SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH Prin presupunere, mulțimile ai formează baza a spațiului Y Evident, SS = Oa [y; y')^ s[x; x'), atunci cu siguranță x = y În consecință, fiecare subbază S' C S conține în mod necesar elemente de forma [x; x') pentru orice x £ [ ; ) Aceasta implică faptul că fiecare subbază a bazei S are cardinalitatea continuumului Și asta înseamnă că greutatea acestui spațiu este de c Spațiul pe care l-am construit se numește "săgeată" Printre numeroasele exemple de spații topologice care sunt mulțimi ordonate liniar, § ] submulţimi de drepte şi plane foarte interesant este spațiul Т ѳ al unei mulțimi (liniar) ordonat conform tipului Ѳ, unde Ѳ este tipul de ordine al unui segment al dreptei reale Punctele spațiului Т ѳ pot fi scrise ca x=(/, i), unde t este un punct arbitrar al segmentului [ ; ] și i = sau ; în timp ce presupunem (/, i) astfel încât în toate punctele vecinătăţii U(r, c) funcţia f(x, y) este diferită de zero Pe de altă parte, deoarece Γ este deschis, rezultă că p(r, x \r) = s' > și este mulțimea deschisă necesară conținută în Γ și liberă de punctele curbei L Exemplele de seturi perfecte nicăieri dense pe linie sunt departe de a fi la fel de elementare ca exemplele date acum, care se referă la cazul planului Cel mai simplu astfel de set a fost construit de Cantor și este cunoscut sub numele de Cantor perfect set sau Cantor discontinuum Acest set remarcabil este de un interes mult mai mare decât interesul unui singur exemplu Este de o mare importanță fundamentală și se aplică în mod constant oriunde se aplică în general teoria mulțimilor Luați segmentul [ ; ] linie numerică Să-l notăm cu A și să-l numim segmentul "rang zero" Pe ea luăm două segmente Ao = j^O; yj și Aj Aceste segmente vor fi numite segmente de "primul rang", iar intervalul = ^y situat între ele; y) - un interval de "primul rang" Cu fiecare nz segmente Do și Ăt, vom proceda în același mod ca și cu segmentul A și anume, pe A și pe Aj, luăm două segmente de "al doilea rang"; acestea vor fi prima și a treia treime din fiecare dintre segmentele primului rang, i e D o=[o; ] și un "i \u d [y: ] = [ : (pe A ): între ele se află, respectiv, intervale de "al doilea rang" = y; y^, adică treimea mijlocie a segmentului To, Și i / \ A o \u d (y; yi este treimea mijlocie a segmentului D £ (Fig ) Continuăm această construcție la nesfârșit: să se construiască segmentele ale rangului n-lea A^ lp (fiecare dintre indicii ii , ip ia valorile și ); fiecare dintre segmente împărțim în trei bucăți de lungime egală: cele două segmente extreme Ats upo și Ats lpі (prima și a treia treime ale segmentului Aiya "p) și intervalul aflat între ele (treimea mijlocie a segment ] subseturile de DIRECT și PLANE D/^ l ); acestea vor fi două segmente și un interval de (n - )-al-lea rang situat pe acest segment de-al-lea rang Observația Întrucât segmentele rangului n sunt situate, în perechi, la o distanță pozitivă unul de celălalt, același lucru este și mai adevărat pentru intervalele rangului (n-b )-lea care se află pe ele Intervalele rangurilor ^n se află între segmentele rangului al n-lea și, prin urmare, sunt la o distanță pozitivă USD / I F Ch-i^r Iх Oh *oo &ohi / H £-•- -I Looo bot Atso l L h Orez din toate intervalele rangului (n + ) Suma tuturor segmentelor rangului n se notează cu Πn Aceasta este o mulțime închisă a cărei complement este format din două intervale infinite (-oo; ) și ( ; + oo) și din toate intervalele de rang ^n Prin urmare, intersecția D = Q Pp-toate mulțimile Pl este o mulțime închisă, am-n care prin complementul său este suma tuturor intervalelor (toate purtătoare ranguri posibile) și două intervale infinite (- oo; ) și ( ; + oo) Din aceasta, în special, rezultă că capetele tuturor intervalelor a, precum și punctele și , aparțin mulțimii П, astfel încât intervalele A, precum și intervalele (- oo; ) și (I; + oo) sunt toate intervale adiacente mulțimii închise Π Mulțimea Π se numește mulțime Cantor sau discontinuu Cantor Din observația rezultă că două intervale adiacente mulțimii Π nu numai că nu au puncte comune, dar nici nu au un capăt comun și, prin urmare, după corolarul teoremei , mulțimea închisă Π este perfectă Să stabilim câteva proprietăți ale mulțimii P În primul rând, lungimea fiecărui segment al rangului al n-lea este egală cu Am văzut deja că distanța dintre două segmente distincte ale rangului N Prin urmare, fiecare punct x e PcA aparține singurului segment Ae al primului rang, singurului segment (aflat pe Ae ) al doilea rang Ae- e - , în general, singurului segment al rangului n-a A£ A Cu alte cuvinte, fiecărui punct x Π corespunde în mod unic șirului SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH segmente Dts =) DgVg => DmVz => • • • => ( ) care înseamnă și secvența de index r , , un, ; fiecare ip = sau = ( ) fiecare secvenţă ( ) se pune în corespunzătoare în care efectul unui singur punct x e Π și anume un singur punct x aparținând tuturor segmentelor ( ) Asa de: Mulțimea P este în corespondență unu-la-unu cu mulțimea tuturor secvențelor de forma ( ) sau, care este aceeași, a tuturor fracțiilor binare infinite l • • • • U, Ip , Ip |, ( ) și deci are puterea continuumului Mulțimea tuturor intervalelor finite adiacente discontinuului Cantor П este ordonată în mod natural ("de la stânga la dreapta") Este ușor de observat că această mulțime ordonată este similară cu mulțimea tuturor numerelor raționale diadice ale intervalului ( ; )*) Într-adevăr, pentru a stabili corespondenţa similară cerută, este suficientă citirea sistemului de indici H •••/" ! a fiecărui interval r ca o fracție binară finită i Ch j g /l-i g ' ' ' ' g P " in , Apoi intervalele noastre adiacente sunt scrise secvenţial ca folosind indici fracționari ca acesta: = /, h v= x = b hui = b - I= bi= P este clar că aranjamentul ordinal reciproc pe liniile intervalelor noastre adiacente este același cu aranjamentul La numerele mele binare raționale fiind indicii lor, decât este dovedită afirmația noastră *) Această afirmație ar putea fi dedusă din Teorema din § Cap , asigurându-vă că între intervalele adiacente finite nu există nici cea mai stângă, nici cea mai dreaptă și că între oricare două intervale adiacente există infinit de multe intervale adiacente § ] SUBSETĂRI ALE LINIEI ȘI PLANULUI Observația Punctele mulțimii P, care sunt capetele intervalelor adiacente, sunt numite puncte de primul fel (Hish puncte unilaterale) ale mulțimii P Evident, există doar o mulțime numărabilă a acestora Toate celelalte puncte ale mulțimii P sunt numite puncte de al doilea fel (sau puncte cu două fețe) Dacă x este capătul din stânga unui interval adiacent, atunci x este punctul de intersecție al segmentelor Dts l'po, At't a'noi> D^ - ^oi" D (l idolii > •••" iar dacă x este capătul drept al intervalului adiacent bc / , atunci x este punctul de intersecție al segmentelor Dts ^!, Dts L'u > Dts ^ , Dts-t^iooe" ••• Dacă punctul x aparține segmentelor Ao =e Dc ZD Dcc ZD Dcc =) => Dcc lp =) , iar printre indicii ip pentru n arbitrar de mare sunt atât zerouri cât și unu, atunci x este un punct de al doilea fel Astfel, dintre fracțiile binare infinite ( ), unu-la-unu corespunzătoare punctelor mulțimii П, punctele de primul fel corespund fracțiilor ( ), în care toate iп, începând de la unele, sunt egale unul față de celălalt (și care, prin urmare, sunt expansiuni de numere binar-raționale) Mulțimea Cantor П poate fi definită ca mulțimea tuturor punctelor segmentului [ ; ], care au o expansiune a fracțiunii ternare constând numai din cifrele și Într-adevăr, punctele intervalului adiacent = ; y) caracter- sunt denumite prin faptul că expansiunea lor într-o fracție ternară are primul semn ternar Rețineți că capetele intervalului au două expansiuni și anume: , = , Și , = , , Este important pentru noi să remarcăm că fiecare dintre aceste puncte are o descompunere la care participă doar cifrele și Astfel, ambele segmente ale primului rang sunt formate din puncte care au o descompunere într-o fracție ternară, a cărei prima cifră este fie , fie Printre aceste puncte, cele a căror descompunere ternară are în mod necesar ca a doua cifră, sunt intervalele = y; și =^y; y), adică adiacent Deci, punctele intervalelor adiacente de rangul doi se caracterizează prin faptul că sunt SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH neavând numărul ca prim semn ternar, îl au inevitabil ca al doilea semn ternar Prin urmare, eliminând din segmentul [ ; ] intervale adiacente ale primelor două rânduri, vom elimina toate punctele și numai acele puncte pentru care cifra apare în mod necesar ca primul sau al doilea semn ternar În același mod, ne asigurăm că intervalele adiacente ale celui de-al treilea rang constau din puncte ale căror primele două semne ternare sunt diferite de , dar al treilea este cu siguranță o unitate și așa mai departe În general, eliminând | ; ] toate intervalele adiacente de ranguri, vom elimina toate punctele care au cifra cel puțin într-unul din primele n locuri ale expansiunii ternare Rezultă de aici că suma tuturor intervalelor proprii adiacente la mulțimea Π va elimina din toate punctele segmentului [ ; I], a cărei descompunere ternară conține în mod necesar cel puțin o cifră Aceasta demonstrează Aserția Rețineți că fiecare dintre punctele de primul fel, fiind un punct al formei, are două expansiuni ternare (dintre care una nu conține cifra ) Setul Cantor Π nu este nicăieri dens pe linia reală Într-adevăr, deoarece Π este închis, este suficient să arătăm că *că A^Xn este peste tot dens pe Z? , adică fiecare punct χ al dreptei reale este un punct de contact al mulțimii /? \Π Evident, este suficient să luăm în considerare cazul χ e Π și să arătăm că, indiferent de δ > , există puncte situate în U(x, ) Pentru a face acest lucru, luați în considerare un n atât de mare încât ^ Φ la stânga lui a Deoarece Φ nu este nicăieri dens pe ? , pe (x; a) se poate găsi punctul x' € Γ = /? \Φ Punctul x' aparține unui interval adiacent ' la Φ care, deși conține punctul x' al intervalului (x; a), nu conține nici a nici x, nu se află pe (x; a), adică se află la stânga intervalului (a \ b) = Astfel, niciun interval finit adiacent la Φ nu este cel mai din stânga În același mod exact, verificăm că niciun interval finit adiacent la Φ nu este cel mai în dreapta Dovada proprietății ° Fie X = (ax; &x) și = (a ; b ) două intervale adiacente Φ^ și fie X situat la stânga lui Deoarece aceste intervale nu au un capăt comun, atunci i = ^ = a ; întrucât Φ nu este dens nicăieri, există un punct pe (x; a ) SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH xC^XF și intervalul adiacent care îl conține se află pe (&t; a \ adică între și b , ceea ce trebuia demonstrat Consecinţă Mulțimea ordonată Ѳ a tuturor intervalelor adiacente la o mulțime densă nicăieri perfectă mărginită este similară cu mulțimea tuturor punctelor raționale diadice ale segmentului [ ; ] Din teorema rezultă că orice secțiune (A, B) din mulțimea ordonată indicată Ѳ aparține unuia dintre următoarele trei tipuri: ) clasa inferioară A are intervalul din dreapta, dar clasa superioară B nu are intervalul din stânga; ) nu există un interval din dreapta în A, dar există un interval din partea stângă în B; ) nici A nu are un interval din dreapta, nici B nu are un interval din stânga Secțiunile de acest al treilea fel sunt cunoscute ca fiind numite "goluri" în mulțimea ordonată Ѳ Acum aplicăm rezultatele pe care tocmai le-am obținut la demonstrarea unei teoreme foarte importante care afirmă că toate mulțimile perfecte dense mărginite nicăieri de pe linie sunt similare între ele Definiție Un punct al unei mulțimi perfecte Φ, care este sfârșitul unui interval adiacent lui Φ, se numește punct de primul fel (sau punct unilateral) al mulțimii Φ; un punct x ∈ Φ care nu este sfârșitul niciunui interval adiacent lui Φ se numește punct de al doilea fel (sau punct cu două fețe) al mulțimii Φ Evident, dacă punctul ΦΦ este un punct de primul fel, atunci toate punctele mulțimii Φ suficient de apropiate de a sunt situate pe aceeași parte a punctului a, și anume, la stânga lui a dacă a este capătul din stânga al lui a un interval adiacent și la dreapta dacă a este capătul drept al intervalului adiacent lui Ф Dar dacă a este un punct de al doilea fel, atunci în orice apropiere de punctul a atât la dreapta cât și la stânga există puncte ale mulțimii Φ Fiecărui punct χ £Φ de al doilea fel îi corespunde o secțiune bine definită Ѳx = (Ax, Bx) în mulțimea ordonată Ѳ: pentru a obține această secțiune, este suficient să atribuim clasei inferioare Ax toate intervalele adiacente situate la stânga punctului x, atunci clasa superioară Bx va consta din intervale adiacente la dreapta lui x Secțiunea ѲХ = (ЛХ, Вх) este un decalaj: de fapt, fie b = (";&) un interval arbitrar, să punem clasa inferioară; întrucât x este un punct de al doilea fel, x=/=&, deci b În cele din urmă, să demonstrăm că fiecare slot Ѳ = (A, B) din Ѳ se dovedește a fi asociat cu un punct din al doilea fel al mulțimii Φ Cu alte cuvinte, găsim un punct de al doilea fel și B din toate intervalele adiacente situate la dreapta punctului x Se consideră limita superioară a a mulțimii formată din capetele tuturor intervalelor care sunt elemente ale clasei A În mod similar, fie b infimul mulțimii capetelor-toate intervalele din B Deoarece fiecare interval din A se află la stânga din fiecare interval din B, apoi a > b Totuși, dacă a Φ primul se află la stânga celui de-al doilea, atunci Ax c Ay , astfel încât corespondența stabilită de noi între punctele celui de-al doilea fel al mulțimii Φ și goluri în ϲ este corespondența asemănării Să presupunem acum că ni se dau două seturi dense de nicăieri perfecte mărginite Φ și Φ' pe dreapta reală Notăm mulțimile punctelor lor de primul fel cu și, respectiv, S', iar mulțimile ordonate ale intervalelor lor finite adiacente cu Ѳ și Ѳ' Mulțimile ordonate Ѳ și Ѳ' sunt similare între ele, deoarece fiecare dintre ele este similară cu mulțimea tuturor numerelor raționale diadice O corespondență de similitudine între Ѳ și Ѳ' generează o corespondență de similaritate între S și S'; dacă = (x; y) și ' = (x'; y') sunt intervale adiacente care corespund între ele Φ și Φ', atunci presupunem că xi x', y și y' corespund unul altuia În plus, atribuim a = inf Φ și a' = inf Φ; fe' = sup Φ și b' = sup Φ' Corespondența de asemănare dintre Ѳ și Ѳ' dă naștere unei corespondențe de similitudine între mulțimile tuturor golurilor din Ѳ și din Ѳ', adică între punctele de al doilea fel din Ф și Ф' Rămâne să arătăm că corespondența unu-la-unu rezultată între toți Φ și toți Φ' este o corespondență de similaritate Pentru a face acest lucru, este suficient să demonstrați următoarele: SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH Dacă x este de primul și y de al doilea fel în F și / și y' sunt punctele corespunzătoare în F', atunci de la x y, urmează x' y' Dar relația x y (care este echivalentă cu relația x e Vy) S-a dovedit prin argumentele anterioare Teorema Toate seturile dense de nicăieri perfecte mărginite de pe linie sunt similare între ele În special, fiecare set perfect mărginit nicăieri dens pe linie este similar cu discontinumul Cantor Întrucât topologia dreptei reale și a mulțimilor care se află pe ea poate fi considerată ca o topologie ordinală în mulțimea numerelor reale, în Teorema cuvântul "similar" poate fi înlocuit cu cuvântul "homeomorf" Același raționament demonstrează că toate mulțimile perfecte nicăieri dense și nemărginite în ambele direcții sunt similare între ele (raționamentul nostru este chiar ușor simplificat de faptul că astfel de mulțimi au doar intervale adiacente finite) Apropo, toate seturile dense de nicăieri perfecte nemărginite în ambele direcții sunt similare, de exemplu, cu discontinuul Cantor, din care sunt îndepărtate cele două puncte extreme (cel mai din stânga și din dreapta) În mod similar, un set perfect dens nicăieri mărginit doar de jos (numai de sus) este ca un discontinuum Cantor fără punctul său din dreapta (cel mai din stânga) Din cele de mai sus rezultă că orice set perfect dens nicăieri are cardinalitatea unui continuum În sfârșit, dacă o mulțime perfectă este densă pe un anumit interval, atunci conține acest interval și, prin urmare, are și cardinalitatea continuumului; deci avem urmatorul rezultat general: Teorema Fiecare mulţime perfectă de pe linie are cardinalitatea continuumului Această teoremă (din nou pentru mulțimi dense mărginite nicăieri) poate fi dedusă și din alte considerații Am văzut că setul de puncte al celui de-al doilea fel al unei mulțimi perfecte nicăieri dens Ф este similar cu setul de goluri ale mulțimii Ѳ Dar mulțimea Ѳ, la rândul ei, este similară cu mulțimea numerelor raționale Aceasta înseamnă că mulțimea tuturor punctelor celui de-al doilea fel al mulțimii Φ este similară cu mulțimea tuturor golurilor din mulțimea numerelor raționale; dar mulțimea tuturor golurilor din mulțimea numerelor raționale este similară cu mulțimea tuturor numerelor iraționale Acest rezultat rămâne valabil fără a presupune că mulțimea "f Asa de: § ] EXEMPLE DE SPAȚII METRICE ( ? Teorema Mulțimea tuturor punctelor celui de-al doilea fel al oricărui set perfect dens nicăieri de pe linie este similară cu mulțimea tuturor numerelor iraționale și, prin urmare, are cardinalitatea unui continuum Încheiem această secțiune construind o mapare standard a discontinuului Cantor pe un segment al liniei reale Prin teorema , mulțimea intervalelor adiacente discontinuului Cantor este similară cu mulțimea numerelor raționale diadice ale unui segment Pe un interval Sr adiacent discontinuului Cantor, care are ca număr un număr binar-rațional r, se stabilește funcția φ egală cu r, precum și la capete Rămâne de definit funcția φ în punctele celui de-al doilea fel al discontinuului Cantor Fiecare astfel de punct £ definește o împărțire a mulțimii tuturor intervalelor adiacente în două clase, în intervale la stânga punctului g și în intervale la dreapta acestui punct Aceasta definește o secțiune (L, B) în mulțimea tuturor numerelor raționale diadice ale unui segment, care este un gol Setăm φ(I) egal cu numărul binar-irațional corespunzător acestui decalaj Astfel, am construit o mapare φ a unui segment pe el însuși Este continuă, ca o mapare monotonă a unui set ordonat pe altul Graficul acestui afișaj remarcabil se numește "Scara Cantor" Restricția acestei mapări la Cantor discontinuum Π este maparea standard a mulțimii Π pe un segment § Câteva exemple clasice de spații metrice și proprietățile acestora În această secțiune, oferim câteva dintre cele mai importante exemple de spații metrice care sunt întâlnite constant în diferite ramuri ale matematicii Linia numerică Y? este cunoscută cititorului din liceu Punctele spațiului euclidian n-dimensional Rn sunt șirurile Xi, x , • • , Хп din n numere reale, iar distanța dintre două puncte x=(x , xn) și y = (ylt yn) este determinată de formula P(x, f/)=K(X! -X/!) + +(Xn- /n) Această distanță satisface în mod evident axiomele de identitate și simetrie Să demonstrăm că satisface și axioma triunghiului Dovada se bazează pe inegalitatea Cauchy-Bunyakovsky (numită incorect inegalitatea SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH Schwartz), și anume inegalitatea P s (DESPRE adevărat pentru orice colecție de numere reale xk și yk Începem prin a demonstra această inegalitate Să considerăm mai întâi cazul particular când distanțele de la punctele x = (x ( ,xn) și y = {y, yn) până la origine o = ( , ) sunt egale cu p(x, y), SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH adică (chl - uk)\ ( > Acum să fie șirurile de numere reale xn x , xn, Și U" Uv Sus, • • • este o secvență cu sumă convergentă către iad se oo apoi în (adică seriile ln și yn converg) Apoi, trecând la ( } P= P= până la limita ca η -> oo, obținem (Xk-Uk) - ( ) Deoarece toate seriile scrise au termeni pozitivi, atunci cu din ( ) urmează convergența seriei Y, (xx - yy) Astfel, dacă seria t = i SO OS A și Uk converg, apoi și seria converge (**-Acesta este *=і b=і b=і și este relația aritmetică de care avem nevoie pentru a defini spațiul Hilbert Definiția spațiului Hilbert R* Punctele spațiului Hilbert sunt toate șiruri infinite posibile de numere reale cu suma convergentă a pătratelor Distanța dintre două puncte x \u d (xn x , , xn, ) și y \u d (y , yn ) este determinat de formula Y)=y ^(Xn - yn) (prin ceea ce tocmai s-a dovedit, seria din dreapta converge sub ipotezele noastre, astfel încât distanța este definită pentru oricare două puncte din spațiul Hilbert) Verificăm axiomele spațiului metric Axiomele identității și simetriei sunt îndeplinite într-un mod evident Axioma triunghiului se obține prin trecerea la limită ca η -> oo din inegalitatea corespunzătoare pentru USD] EXEMPLE DE SPAȚII METRICE Spațiul euclidian l-dimensional / VyY + ]/ (**-gk)r V k=l T k=l Mulțimea tuturor punctelor x = (x x , xn din spațiul Hilbert, pentru care ^xn -^- (pentru orice n = , , , ), se notează cu Q și este numit paralelipiped principal al spațiului Hilbert (sau doar o cărămidă Hilbert ) Este ușor de observat că Q este închis în R"> Știm că mulțimea tuturor numerelor raționale (și, de asemenea, mulțimea tuturor numerelor iraționale) de pe dreapta reală R este peste tot densă pe ea Este ușor să găsiți o mulțime densă numărabilă peste tot în spațiul euclidian n-dimensional Rn pentru orice n: o astfel de mulțime este, de exemplu, mulțimea tuturor punctelor "raționale", adică punctele pentru care toate n coordonatele sunt raționale Numărabilitatea acestui set a fost dovedită în § al Cap Spațiul Hilbert V are, de asemenea, o mulțime densă numărabilă peste tot: o astfel de mulțime, de exemplu, este mulțimea D a tuturor punctelor de formă х = (гѵ г , , , , ), ( ) pentru care toate coordonatele sunt raționale și printre ele doar un număr finit (dar arbitrar mare) este diferit de zero Numărabilitatea mulțimii D rezultă din faptul că D este suma unei mulțimi numărabile de mulțimi £>n, unde Dn, prin definiție, constă din toate punctele de forma ( ) pentru u dat Spațiul Hilbert generalizat Hx este construit pentru orice număr cardinal infinit m în felul următor (rezultând, în cazul lui m numărabil, un spațiu Hilbert obișnuit (clasic) Să luăm o mulțime = {a} de cardinalitate m, pe care o vom numi mulțime de indici, iar elementele a din mulțimea în sine se vor numi indici Pentru m numărabil luăm ca îl mulțimea tuturor numerelor naturale*) Fiecăruia îi atribuim un număr real xa în așa fel încât mulțimea acelor a pentru care xa să fie cel mult numărabilă și ca suma pătratelor numerelor xa să fie finită Am obținut o funcție x = x(a), definită pe mulțimea Sr, cu valori care sunt numere reale și care îndeplinește condițiile de mai sus Fiecare astfel de funcție x cu valori *) Pentru orice m, se poate lua, desigur, pentru $ setul tuturor comenzilor -out numere de putere a€"g aeSl V a eI unde însumarea se efectuează peste tot a £ sau, ceea ce este același, peste cel mult o mulțime numărabilă a celor a pentru care cel puțin unul dintre numerele xa, x" este diferit de zero Din această inegalitate rezultă că pentru punctele x = {xa} și y = {ya] există un număr finit nenegativ P(X, /) = /' (xa-ya) , g a SI numită distanța dintre ele și că această distanță (care satisface evident axiomele de identitate și simetrie) satisface și axioma triunghiului Spațiul metric rezultat se numește spațiu Hilbert generalizat al "numărului de dimensiuni m" Spațiul С al tuturor funcțiilor continue f pe segmentul | ; ] Punctele spațiului C sunt toate funcții continue reale posibile pe segmentul [ ; ] linia numerică R *) Distanța p(f, g) dintre două puncte din spațiul C, adică între două funcții f și g, este definită ca P(/ g) = sup |f(x)-g(x)| Q > astfel încât pentru orice x' și x" de pe segmentul [ ; ] care satisface inegalitatea |x' - x"| •), atunci pentru funcția Ă* (x) reprezentată de linia întreruptă A'o Ai An, va fi IX (x) - X* (x) I unde Ă*(x) = Zyz + ( -t)y'i + i și, prin urmare k(x) - X*(x) I c Yi - YiI + ( - OIy + - y'i + n° ak^a'k Printre axiomele unui spațiu metric, axiomele identității și simetriei sunt valabile într-un mod evident Axioma triunghiului este, de asemenea, ușor de verificat, și chiar în următoarea formă întărită: "dacă p(g, E') = ^r, p(t', = atunci p(t, r) = ' unde k este cel mai mic dintre cele două numere k', k\ și, în consecință, \/k este cea mai mare dintre cele două distanțe p(|, t') și p(t', t") Vecinătatea sferică (p, punctele t=(an , an, ) este mulțimea ai a tuturor punctelor = (o^, , a', ) pentru care ap = ap Mulțimea tuturor vecinătăților sferice a tuturor punctelor posibile este evident echivalentă cu mulțimea tuturor combinațiilor finite posibile , an, adică are cardinalitatea m Prin urmare, spațiul W are greutatea m și este legitim să-l numim Baire spațiul greutății m Baer însuși a construit spațiul W numai pentru cardinalitatea numărabilă m = & , iar apoi mulțimea S( este pur și simplu mulțimea tuturor numerelor naturale, iar punctele spațiului B$o sunt șiruri numărabile de numere naturale Propozitia Spatiul Baire B este homeomorf spatiului J al tuturor numerelor irationale, considerat ca subspatiu al dreptei reale R , Dovada Întrucât mulțimea R de fiice raționale ale dreptei reale este similară cu mulțimea R de puncte raționale diadice ale segmentului / = [ ; ] (vezi corolarul Teoremei , § , Cap ), este suficient să se demonstreze că spațiul Baire B$ este homeomorf la subspațiul J =/\R al segmentului /-astfel, homeomorfismul spațiului Se va dovedi și B$ la spațiul J Considerăm pe segmentul / o familie numărabilă de segmente f = {AD" / = ± , ± , ± , , '] pentru / şi DuL = [lu + rі/- l" ; Lu+dy l] pentru & • • • > nfe' • • • - toate elementele "marcate" de bază ( ) Fiecare Γ\/r este cuprins, în general, în mai multe (posibil chiar infinit de multe) diferite G ∈ K; Pentru fiecare "marcat" alegem un G bine definit care îl conține, pe care îl notăm cu Gk Obținem cel mult un subsistem numărabil G >Gg, ,Gft ( ) sistemul V Afirmăm că suma tuturor mulțimilor ( ) este egală cu suma tuturor mulțimilor în general G Este suficient să arătăm că, § SPAȚII CU BAZĂ NUMĂRĂBILĂ orice punct x aparține unui G ⊂ V, există o mulțime GĂ în ( ) care conține punctul x Dar, de fapt, dacă xgG, atunci (deoarece G este deschis și ( ) este o bază) există Γn care conține x și conținut în G dat Atunci, prin însăși definiția, există un element marcat al bazei ( ) și, în consecință, este conținută în unele Gk din secvența ( ) Acest Gk conține și punctul x, care trebuia demonstrat Teorema (Baer-Hausdorff) Orice sistem bine ordonat crescător sau descrescător de mulțimi care sunt fie toate închise, fie toate deschise într-un spațiu X cu o bază numărabilă conține cel mult un număr numărabil de elemente distincte Dovada se bazează pe următoarea lemă: Lema Sistem de set bine ordonat strict crescător (strict descrescător) МіС:М с: s:Mas: (respectiv, M zdM z) zdMaz> ), format din numere naturale, este cel mult numărabil Într-adevăr, să bL a+i\A a, respectiv xa e Ia\A a+ Dacă sistemul tuturor Ma ar fi nenumărabil, atunci am avea un set nenumărabil de numere naturale distincte perechi xa, care nu poate fi Să demonstrăm acum teorema Baer-Hausdorff Este suficient să dovedim afirmația ei cu privire la sistemele crescătoare și descrescătoare bine ordonate de mulțimi deschise: trecerea la mulțimi complementare va da aserțiuni privind sistemele de mulțimi închise Deci, să presupunem că într-un anumit sistem bine ordonat de mulțimi deschise există un subsistem nenumărat de mulțimi distincte Gtc:G c: c:Gac: , respectiv G zdG zd ^GaZD Să luăm o bază numărabilă a spațiului și să enumerăm elementele sale odată pentru totdeauna: și și Să construim acum pentru fiecare Ga mulțimea Ma, care constă din toate acele numere naturale n pentru care £/n > Ga Evident, din faptul că GaczG| , rezultă că Prin urmare mulțimile Ma sunt în condițiile lemei și, prin urmare, nu poate exista un număr nenumărat de mulțimi diferite între ele Prin urmare, între mulțimile Ga, nu poate exista un număr nenumărat de mulțimi distincte Aceasta demonstrează teorema Baer-Hausdorff Aceeași teoremă poate fi enunțată și după cum urmează (prezentăm doar formularea referitoare la descreștere SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH sisteme cu set închis, lăsând cititorului restul de trei formulări): Teorema / Oricare ar fi sistemul descrescător bine ordonat de mulțimi închise ale spațiului X cu bază numărabilă, enumerate prin toate numerele ordinale ale primului și clasa a doua: £o - ^ - ^ -•••> (r)i" ( ) există astfel încât toate mulțimile ( ), începând de la a-lea, coincid unele cu altele: £a~£a+i" £a+ == * • • dacă nu, atunci pentru p(a) !, care Dovada prin contradictie Dacă fiecare astfel de a a' Atunci FVacz G F&' cu QCQ Fyț, adică cu FVț pentru orice £ al căror număr este nenumărabil (=#i) sunt toate diferite între ele, în contradicție cu Teorema Aceasta demonstrează teorema G Fie acum E o mulțime arbitrară situată într-un spațiu cu o bază numărabilă Notați cu E( ) derivata mulțimii E (adică mulțimea tuturor punctelor limită ale acestei mulțimi) Dacă este dat £(a), atunci definim £(a+ ) ca derivată a mulțimii £(oc) Dacă p este un număr transfinit limită al clasei a doua, atunci notăm cu E{& intersecția tuturor £(a), cc !) se numește derivată de ordinul a a mulțimii £ Mulțimile £(a) formează un sistem complet ordonat de mulțimi închise descrescătoare şi deci, pornind de la unele a = Din prima teoremă a lui Lindelöf rezultă că £ c) poate fi goală numai dacă £ este cel mult numărabilă În cazul £ nenumărabile, mulțimea £(OS) = £(a + ) = este nenumărabilă § ] SPAȚII CU BAZĂ NUMĂRĂBILĂ un set perfect (conținând setul tuturor punctelor de condensare ale setului E) Spațiile cu bază numărabilă admit și alte teoreme referitoare la cardinalitățile diferitelor sisteme de mulțimi În primul rând, să demonstrăm următoarea afirmație: Teorema G Mulțimea tuturor mulțimilor deschise dintr-un spațiu dat X cu o bază numărabilă nu depășește cardinalitatea c Într-adevăr, să rx, r , , ( ) este baza spațiului X Fiecare mulțime deschisă G corespunde în mod unic unei subsecvențe a șirului ( ) constând din toate Гl conținute în G Două mulțimi deschise diferite corespund subsecvențelor diferite, deoarece dacă G și G' sunt diferite, atunci există un punct x aparținând din aceste mulțimi, de exemplu G, și care nu aparține altuia; dar atunci există și o vecinătate Γn a punctului x care se află în G, dar nu se află în G' Astfel, s-a stabilit o corespondență unu-la-unu între toate mulțimile deschise ale spațiului X și anumite secvențe de numere naturale (numerele elementelor Гn ale șirului ( )) Aceasta dovedește că cardinalitatea mulțimii tuturor mulțimilor deschise din spațiul X nu depășește c Deoarece tranziția de la o mulțime deschisă la complementul său oferă o mapare unu-la-unu a mulțimii tuturor mulțimilor deschise ale spațiului X pe mulțimea tuturor mulțimilor închise ale acestui spațiu, rezultă din teorema Teorema R Cardinalitatea mulțimii tuturor mulțimilor închise dintr-un spațiu cu o bază numărabilă nu depășește c Teorema F implică Consecinţă Fie în spațiul X să fie închise toate mulțimile de un punct (astfel de spații se numesc spații T (vezi § )) Dacă, în plus, spațiul X are o bază numărabilă, atunci cardinalitatea mulțimii tuturor punctelor sale nu depășește c Deoarece spațiul euclidian de orice număr de dimensiuni, precum și spațiul Hilbert, sunt spații cu o bază numărabilă, teoremele F și O sunt aplicabile, în special, atât spațiilor euclidiene, cât și spațiilor Hilbert Totuși, întrucât spațiile euclidiene, spațiul Hilbert și paralelipipedul fundamental al spațiului Hilbert conțin segmente rectilinii, de exemplu, segmentul [o > x = x = = , atunci cardinalitatea fiecăruia dintre nume de spații noi după teorema Cantor-Bernstein este exact egală cu c Deoarece mulțimea tuturor mulțimilor închise dintr-un spațiu dat conține, ca submulțime, multe SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH multimea tuturor multimilor inchise situate in spatiul euclidian de orice numar de dimensiuni, precum si in spatiul Hilbert si in paralelipipedul sau fundamental, are cardinalitatea c Asa de: Teorema Cardinalitatea unui spațiu euclidian n-dimensional pentru orice n, cardinalitatea spațiului Hilbert și paralelipipedul său fundamental, precum și cardinalitatea mulțimii tuturor închise, precum și cardinalitatea mulțimii tuturor deschise, multimile aflate in fiecare dintre aceste spatii, sunt egale cu c Rețineți că primele două afirmații ale Teoremei pot fi ușor demonstrate direct, ceea ce recomandăm cititorului să facă Reamintim, în sfârșit, că spațiul tuturor funcțiilor continue definite pe segmentul [ ; ] (sau orice alt segment) este un spațiu cu o bază numărabilă (vezi § ) și, prin urmare, are cardinalitatea ^c Întrucât printre funcțiile continue există, în special, toate constantele, concluzionăm că mulțimea tuturor funcțiilor continue definite pe un anumit segment are cardinalitatea c Acest fapt este, de asemenea, ușor de demonstrat în mod direct (folosind faptul că fiecare funcție continuă este complet determinată de valorile sale în punctele unui set dens de pretutindeni, de exemplu, de valorile sale în punctele raționale) § Axiome de separabilitate Generalitatea cu care am introdus conceptul de spațiu topologic și posibilitatea de a defini conceptele de bază ale teoriei mulțimilor de puncte sub astfel de ipoteze generale sunt de o importanță fundamentală în multe cazuri și, de asemenea, fac posibilă introducerea simplității și transparenței logice în prezentarea proprietăților topologice ale mulțimilor de puncte Totuși, teoria mulțimilor își primește întregul conținut geometric doar cu o îngustare treptată a clasei de spații topologice, care se realizează prin introducerea unor condiții suplimentare pe care spațiile luate în considerare trebuie să le îndeplinească Ne-am familiarizat deja cu una dintre cele mai importante condiții de acest gen - cerința ca un spațiu să aibă o bază numărabilă Cu toate acestea, cu toată importanța acestei restricții, ca să spunem așa, "cantitative", ea nu exclude toate spațiile în care topologia seamănă puțin cu topologia, să zicem, spațiilor metrice: am văzut că chiar și în spațiile formate din un număr finit de puncte, de exemplu, , există seturi de un punct neînchise Pe de altă parte, există clase importante de spații topologice care nu satisfac axiomele numărării S ] AXIOME DE SEPARABILITATE de știri Prin urmare, este necesar să se impună cerințe de o natură complet diferită spațiilor topologice - în primul rând, așa-numitele condiții, sau axiome, de separabilitate, la care ne întoarcem acum Axioma "zero" a separabilității, sau axioma lui Kolmogorov, necesită ca pentru oricare două puncte distincte x și y, cel puțin un punct are o vecinătate care nu conține celălalt punct Spațiile topologice care satisfac axioma zero a separabilității se numesc T "-spații Se poate spune cu certitudine că spațiile topologice care nu sunt spații T^ (de exemplu, colonul lipicios (vezi p )) nu prezintă interes pentru cercetare Prin urmare, în cele ce urmează, prin spațiu topologic vom înțelege întotdeauna un spațiu T Ca rezultat semnificativ și important privind spațiile Tn în toată generalitatea lor, prezentăm următoarea teoremă: teorema lui Ponomarev Dintre toate Tn-spațiile, spațiile cu prima axiomă a numărabilității și numai ele sunt imagini ale spațiilor metrice sub mapări (continue) deschise Să începem cu următoarea lemă evidentă: Lema Fie f o mapare cu o singură valoare a spațiului X pe spațiul Y Dacă pentru orice punct x e X o bază x a acestui punct trece la baza punctului fx e Y, atunci maparea f este continuă și deschis În schimb, pentru o mapare continuă deschisă f: X, orice bază a oricărui punct χ e X trece la baza punctului fx e Y Din această lemă rezultă imediat că sub o mapare continuă deschisă se păstrează prima axiomă de numărabilitate Aceasta implică una dintre cele două afirmații ale teoremei lui Ponomarev, adică doar spațiile cu prima axiomă de numărătoare pot fi imagini ale spațiilor metrice sub mapări deschise (continue) Ne întoarcem la demonstrarea celei de-a doua afirmații a teoremei Fie X un spațiu T cu prima numărătoare și greutate m Luați o bază - {(/a) a cardinalității m a lui X ) să numim un punct? = ("!, , а", ) marcat dacă mulțimile Ua,, , Ua formează baza unora (și apoi, evident, unice venoasă) punctul x = Q Uan € X Mulțimea tuturor marcate m-/ = notăm verificarea spațiului Bx cu W\ la fiecare punct SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH corespunde că - singurul - punct x = fț C X, pentru care , } este baza și care se poate scrie sana in forma x = n L= Harta f: W -► X definită în acest fel se numește standard Această mapare este o mapare pe întreg spațiul X Într-adevăr, să luăm un punct χ e X și o bază numărabilă {( ai, •••" Uan, •••} a acestui punct din spațiul X, compus din elemente ale bazei Atunci punctul = a , și ", -marcat și fț = x Evident, atât mulțimea W cât și maparea ei standard f sunt complet determinate prin specificarea bazei a spațiului X Să demonstrăm că f(W ( ai ap) = Uп • • • П Uap *)• ( ) Includerea f(Wf\ ai an) Uai II • • П Uan rezultă direct din definiţia lui f Pentru a demonstra includerea inversă, luăm un punct x C Uat P • • П Ua și completați vecinătățile ai, , U an ale acestui punct cu unele vecinătăți l/a + (luate din ) până la baza punctului x din X Apoi, punând g = (an a "+i> •••)> obținem, evident, ^=x În virtutea Lemei , egalitatea ( ) implică deschiderea și continuitatea mapării f Teorema este complet demonstrată O consolidare a axiomei nule a separabilității este prima axiomă a separabilității, care necesită ca pentru oricare două puncte distincte x și y să existe o vecinătate a lui x care nu conține y și o vecinătate a punctului y care nu conține punctul x Să demonstrăm că prima axiomă de separare este echivalentă cu cerința ca fiecare mulțime constând dintr-un singur punct să fie închisă Într-adevăr, dacă prima axiomă de separabilitate este valabilă într-un spațiu topologic, atunci niciun punct y, altul decât un punct dat xgX, nu este un punct de contact al mulțimii de un singur punct {x} (deoarece există o vecinătate U(y) care nu nu contine punctul x) Prin urmare, închiderea mulțimii de un punct {x} conține doar acest punct x În schimb, dacă toate mulțimile de un punct sunt închise, atunci, oricare ar fi punctele x și y ale spațiului X, mulțimea deschisă X\y este o vecinătate a punctului x care nu conține punctul y, ci un deschis *) Seturile Op " sunt definite în § ІЛп AXIOME DE SEPARABILITATE § ] mulţimea X\x este o vecinătate a punctului y neconţinută de punctul x Spațiile care satisfac prima axiomă a separabilității se numesc spații T Un exemplu de spațiu T care nu este un spațiu T este două puncte conectate Este important de reținut următorul fapt: Fie M o mulțime aflată în spațiul T^ X Orice punct de contact x al mulțimii M este fie un punct limită al mulțimii M (aparținând sau nu mulțimii A ), fie un punct al mulțimii M izolat în acest set *) Într-adevăr, fie x C [Al] și fie o vecinătate U(x) a punctului x care conține doar un număr finit de puncte ale mulțimii M Se notează cu xn , xs puncte ale mulțimii M care se află în U(x) și sunt distincte de punctul x însuși Întrucât mulțimile cu un punct din X sunt închise, scăzând din U(x) mulțimea finită {xn , xj, obținem o vecinătate Ux(x) a punctului x care nu conține un singur punct al mulțimii Mf diferit de punctul xl Dar din moment ce x € [A ], atunci Ux(x) A M este încă nevid și, în consecință, x e M În plus, mulțimea LIAI/Ax) deschisă în M constă dintr-un singur punct X Afirmația noastră a fost dovedită Din tot ceea ce rezultă că mulțimile închise dintr-un spațiu T X pot fi definite ca mulțimi care conțin toate punctele lor limită OBSERVAȚIA Dacă un Τ-^-spațiu X satisface prima axiomă a numărabilității, atunci pentru fiecare punct de contact x al mulțimii M se poate găsi o succesiune de puncte xn din această mulțime convergentă către punctul x (este suficient să luăm Un(x), unde Un(x) sunt elemente ale unei baze locale numărabile la x) În plus, dacă x este un punct limită al mulțimii M, atunci toate punctele xn pot fi presupuse a fi distincte A doua axiomă de separabilitate, sau Hausdorff, este cerința ca oricare două puncte distincte x și y ale unui spațiu topologic X să aibă vecinătăți disjunse U(x) și U(y) Spațiile care satisfac această cerință sunt numite spații T sau spații Hausdorff Un exemplu de \-spațiu X non-Hausdorff poate fi obținut luând mulțimea X constând din toate numerele reale și alt element £ de natură arbitrară diferit de toate Deschise în X sunt, în primul rând, toate mulțimile deschise pe linia reală și, în al doilea rând, toate mulțimile de forma X\D, unde D sunt mulțimi finite arbitrare de numere reale Este ușor să verificați dacă setul X cu aceasta *) Vă reamintim că izolarea punctului x în mulțimea M înseamnă că mulțimea formată dintr-un punct x este deschisă în M SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE (Cap topologia este un spațiu de \ Acest spațiu nu satisface axioma Hausdorff a separabilității: indiferent de punctul x ⊂ X, oricare două vecinătăți U(t) și U(x) se intersectează (deoarece U(|) conține toate numerele reale, cu excepția unui număr finit dintre ele) multimi, in timp ce U(x) este o multime deschisa pe linia reala si, prin urmare, contine un intreg interval) Prin spațiu regulat înțelegem un spațiu \ în care, pentru orice punct x și orice mulțime închisă F care nu conține acest punct, există vecinătăți disjunse Ox și F Fiecare spațiu obișnuit este evident Haus-Dorffian Pentru a obține un exemplu de spațiu Hausdorff neregulat, luăm în considerare mulțimea ? a tuturor numerelor reale și definiți topologia în R cu ajutorul unui sistem de vecinătăți (vezi § ) după cum urmează: vecinătățile tuturor punctelor x# = sunt aceleași ca pe dreapta reală; vecinătățile punctului x = se obțin scăzând din orice interval care conține acest punct toate punctele de forma -, unde n este un număr natural, care se încadrează în acest interval Spațiul R este Hausdorff; multimea tuturor punctelor formei este inchisa in /?; fiecare vecinătate a acestei mulțimi închise se intersectează cu fiecare vecinătate a punctului Obținem o restricție suplimentară a clasei de spații dacă luăm în considerare așa-numitele spații normale: un spațiu normal este un \-spațiu X în care fiecare două mulțimi închise disjunse au vecinătăți disjunse Un exemplu de spațiu obișnuit non-normal poate fi construit după cum urmează Numim produsul a două spații topologice X și Y produsul a două mulțimi X și Y (adică mulțimea tuturor perechilor (x, #), unde x e X, y e Y), în care mulțimile deschise sunt produsele lui orice A X deschis de orice B^Y deschis și toate sumele posibile ale unor astfel de produse Este ușor de demonstrat că produsul a două spații regulate este un spațiu regulat În special, un spațiu regulat este produsul S al spațiului tuturor numerelor ordinale a^ lt n), unde n este orice număr natural, X' și Y' sunt mulțimi închise în S* fără puncte comune, oricare două vecinătăți U (X') și U (Y') dintre care în spațiul S' se intersectează (cititorul trebuie să dovedească el însuși ultima afirmație, bazându-se pe proprietăți simple ale numerelor transfinite din clasa a doua) Spațiul S*, deși nu este normal, este regulat, deoarece fiecare subspațiu al unui spațiu regulat este regulat Teorema din § poate fi formulată acum după cum urmează: Fiecare spațiu metric este normal Deoarece orice mulțime aflată într-un anumit spațiu metric este ea însăși un spațiu metric, spațiile metrice pot servi ca exemplu pentru așa-numitele spații ereditar normale, înțelegând prin normal ereditar un astfel de spațiu normal, a cărui submulțime este normală; dimpotrivă, spațiul S, fiind normal, nu este ereditar normal, deoarece conține spațiul nenormal S* ca submulțime Cea mai importantă subclasă a clasei spațiilor ereditar normale sunt așa-numitele spații perfect normale Definiția Un spațiu normal X se numește perfect normal dacă fiecare submulțime închisă a acestuia este o mulțime bb O dovadă a normalității ereditare a spațiilor perfect normale poate fi găsită în Aleksandrov-Pasynkov [ ], cap Teoremele și din § pot fi acum combinate după cum urmează: Teorema Orice spațiu metric este perfect normal Teorema Fiecare spațiu ordonat este normal Dovada Fie A și B submulțimi închise disjunse ale unui spațiu ordonat X Să considerăm o mulțime deschisă W = X\B Prin Teorema § Cap , mulțimea W se descompune într-o sumă disjunctivă a componentelor ordinale Noa și C SI, care în acest caz sunt în mod evident deschise Să arătăm că pentru fiecare agSl există un set deschis Ua astfel încât Anra^(Jas[t/a]^U a ( ) Dacă A A = A, atunci punem Ua = A Fie acum A L Wa A Mulțimea X\Na se descompune în suma a două componente convexe de ordin C și D (în acest caz x ~°°) - X\C ° Secțiunea {C, X\C} este un gol În acest caz, mulțimile C și X\C sunt deschis-închis, putem pune Uț=X\C În mod similar, pornind de la secțiunea {X\£>, D}, construim o mulțime deschisă U~ astfel încât AHWa^U^[U£ y Astfel, normalul § ] AXIOME DE SEPARABILITATE Spațiile reale pot fi definite ca T^spații în care orice două mulțimi închise care nu se intersectează sunt separabile funcțional Clasa de ^-spații în care fiecare punct este separabil funcțional de orice mulțime închisă care nu conține acest punct este foarte importantă Aceste spații, introduse de A N Tikhonov, sunt numite complet regulate Cel mai simplu exemplu de spații complet regulate sunt spațiile \-dimensionale zero-dimensionale inductiv Într-adevăr, să fie date un punct x și o mulțime închisă F care nu conține acest punct într-un spațiu inductiv zero-dimensional X Atunci vecinătatea Ox=X\F conține o vecinătate clopen Ox Funcția egală cu zero pe rx și una pe X\Oxx este continuă și separă punctul x de mulțimea F Spațiile complet regulate vor fi explorate în detaliu în Capitolul Pentru a demonstra lema mică a lui Urysohn, este suficient să luăm vecinătăți disjunse t/Q(A) și V ale mulțimilor închise A și X\U(A); atunci mulțimile [i/ (A)] și V nu au nici puncte comune, adică [i/ (A)] s X\ Să setăm acum pentru toate celelalte t, ^ >, decât este dovedită afirmaţia În cele din urmă, setăm I\ = A pentru t Să construim acum pentru fiecare punct χ e X o secțiune (A*, Bx) din mulțimea tuturor numerelor reale: și anume, atribuim numărul t clasei inferioare Ax dacă x nu este conținut în Γ#> și clasa superioară Bx dacă x e I\ Această secțiune determină numărul real mx și, evident, ^mx^ Cu alte cuvinte, funcția este definită fo, (^) = ^x în întreg spațiul X În acest caz, fQ q (x) = pentru x ⊂ A și f tl (x) = Î pentru x e B În sfârșit, să demonstrăm continuitatea funcției f(x) în fiecare punct x € X Luând un θ > arbitrar, considerăm vecinătatea I/ (x) = e] x puncte Atunci, prin însăși definiția acestei vecinătăți, avem pentru toate punctele sale x' £U(x) T# V- Td / -|- in, adică lfo,i(x) -fo,i(*') I U(a) Într-adevăr, deoarece S este o bază, există un element Uk al acestei baze astfel încât a C Uk > U(n); apoi, după lema mică a lui Urysohn, găsim un cartier UQ(a) cu o închidere cuprinsă în Uk; În final, luăm un element (/z al bazei S care satisface condiția U (a) Evident, (l/z, Uk) este cea dorită cuplu canonic Perechile canonice formează o mulțime numărabilă și, prin urmare, pot fi enumerate o dată pentru totdeauna într-o secvență numărabilă k , , *, ^n~ (U k U k)* Conform marii leme a lui Urysohn, pentru fiecare pereche canonică ^n = (Ui, Uk) construim o funcție continuă φn(x) definită în întreg spațiul X și care îndeplinește condițiile: pentru orice χ e X, Ф"(x) = pentru Ф" W = Pentru x ∈ X\Uk, Să atribuim oricărui punct x^X succesiunea de numere tn = tn^) = ^, "= , , , , și atribuiți-i un punct y = = h(x), ) a cărămizii Hilbert Q Să demonstrăm că maparea obținută f a spațiului X pe o mulțime YQ este o mapare topologică În primul rând, demonstrăm că maparea f este unu-la-unu Să arătăm, cu alte cuvinte, că pentru două puncte diferite x, x' ale spațiului X, punctele f(x) și f(x') sunt diferite Pentru a face acest lucru, luăm o vecinătate U(x) a punctului x care nu conține punctul x' și construim o pereche canonică nn - (Uit Uk) care satisface condiția x ^ Uh Uk ^ U(x) Atunci φn(x) = , φn(x') = , adică având coordonate n diferite) sunt diferite Să demonstrăm că maparea f este continuă Luăm un punct arbitrar χ e X și un arbitrar > Evident, putem presupune că e , astfel încât pentru y' țU (y, s) să fie f~ (y')^U (x) Pentru a găsi θ de care avem nevoie, selectăm mai întâi o pereche canonică n = (Uit Uk) astfel încât x g Uit Uk^U (x) Se afirmă că = ^ este dorit Într-adevăr, fie y' £ U(y, s) Să demonstrăm că x'=/ (y') £ U(x) Dar dacă x' £ X\U(x), atunci cu atât mai mult x' £ X\Uk(x), adică Φn(x') = Și deoarece x ∈ (x), rezultă că φn(x ) - , atunci am avea t"(x) = ± Y y') = p(f(x), f(x'))^\tn(x)-tn(x') = ^ = , contrar condiției că y' țU (y, c) Teorema imersiunii este complet demonstrată Această teoremă poate fi formulată după cum urmează Pentru ca un spațiu topologic X să fie homeomorf la o mulțime dintr-un spațiu Hilbert, este necesar și suficient ca acesta să fie normal și să aibă o bază numărabilă § AXIOME DE SEPARABILITATE (Într-adevăr, tocmai am demonstrat suficiența acestei condiții; necesitatea ei este evidentă, deoarece un spațiu Hilbert, fiind un spațiu metric, are o bază numărabilă; prin urmare, orice mulțime aflată într-un spațiu Hilbert este metric, adică și chiar mai mult deci spațiu normal cu bază numărabilă ) Semnificația fundamentală a acestei teoreme este enormă: din punct de vedere topologic, ea caracterizează complet mulțimile care se află într-un spațiu Hilbert, indicând o cale neașteptat de scurtă pe care se poate ajunge de la cele mai generale construcții topologice - spații topologice - la un obiect complet concret al teoriei mulțimilor de puncte - la mulțimi situate în spațiul Hilbert Din teorema scufundarii, mai departe, rezultă: Toate spațiile metrice care conțin mulțimi dense numărabile peste tot și numai astfel de spații metrice sunt homeomorfe cu mulțimile dintr-un spațiu Hilbert Din marea lemă a lui Uryson rezultă că Propoziţia Fiecare vecinătate OF a unei submulţimi închise F a unui spaţiu normal X conţine un F^-vecinătate rP Într-adevăr, fie f o funcție continuă pe spațiul X luând valori pe intervalul [ ; ] egal cu pe F și pe X\OF Fie = f(x) limita superioară a funcţiei |φ ( ) După lema lui Urysohn, construim o funcție f continuă în tot spațiul X, [egal cu -un A , egal pe Bo, și satisfacând peste tot în X inegalitatea |/ | ^ "y • Acum punem Ф continuă pe Ф și funcțiile /o" / > І • • • , fn * ' continuă pe tot X, iar pe Φ avem Fl+i(*) = F"(*) - fn W- ( ) *) Unul dintre seturile Lo, Bo se poate dovedi a fi gol, ceea ce, totuși, nu afectează raționamentul suplimentar § ] AXIOME DE SEPARABILITATE În plus, notând prin limita superioară a funcției | Să punem acum s"(x)=f (x) + +f"(x) În virtutea celei de-a doua inegalități ( ), succesiunea USD USD USD • • • ^R • * • converge uniform către o funcție continuă / în X și |/(*) n = ' ' deci funcția | f | este mărginită în X de aceeași constantă p ca și funcția I oo, avem pentru orice χ e Φ f (x) \u d lim (x) \u d F (*) \u d F (x), P totul este dovedit Să aplicăm lema lui Urysohn la demonstrarea următoarei afirmații importante: Lema Vedenisov a) Într-un spațiu normal X, fiecare mulțime închisă de tip Gq și numai o astfel de mulțime este mulțimea de zerouri a unei funcții continue pe X b) Într-un spațiu normal X, pentru fiecare mulțime deschisă V de tip Fa, și numai pentru o astfel de mulțime, există o funcție continuă f: X -> [ ; ] astfel încât U = {x e X: f(x) > } Evident, afirmațiile a) și b) sunt echivalente Demonstrează afirmatia b) Fie {/= (J Fn, unde mulțimile Fn sunt închise n = După marea lemă a lui Urysohn, pentru fiecare n = , , există SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH o astfel de funcție continuă fn: X -> ξ ; , că fn(Fn)= țn și f"(X\U) = O Setăm acum f = Y, fn Funcția f nepre-L = este discontinuă, deoarece este limita unui n uniform convergent şiruri de funcţii continue Se dovedește lema lui Vedenisov § Seturi mărginite în ; Teoremele Bolzano-Weierstrass, Cantor și Borel-Lebesgue teorema lui Cauchy Ne-am întâlnit cu mulțimi mărginite pe linia reală în capitolul O mulțime M aflată într-un spațiu euclidian se spune că este mărginită dacă se află în întregime într-o bilă (sau, ceea ce este același lucru, într-un cub) Evident, pentru aceasta este necesar și suficient ca proiecțiile mulțimii M pe fiecare axă de coordonate să fie mărginite Următoarea teoremă fundamentală este valabilă: Teorema (Bolzano-Weierstrass) Fiecare mulţime infinită mărginită dintr-un spaţiu euclidian ♦) are cel puţin un punct limită Să demonstrăm teorema Bolzano-Weierstrass pentru mulțimi plate Dovada se bazează pe următoarea lemă: Lema Orice succesiune descrescătoare de dreptunghiuri închise ale căror laturi sunt paralele cu axele de coordonate și tind spre zero în lungime are o intersecție constând dintr-un singur punct Într-adevăr, să e Qt => Q = Qa => => Qn => pătrate cu laturile paralele cu axele de coordonate, fiecare dintre ele conține infinit de puncte ale mulțimii E, iar latura Qw+ este jumătate din latura lui Qn, astfel încât suntem în condițiile lemei și avem un punct care aparține la toate pătratele Qn Să arătăm că este un punct limită al mulțimii E Într-adevăr, fie U( , e) o vecinătate arbitrară a punctului g SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH Luați n atât de mare încât latura pătratului Qn este mai mică decât Orice două puncte ale acestui pătrat se află la o distanță n > diferit atât de xn cât și de xn Continuând acest proces, fie găsim o subsecvență infinită xn ,x^xnr, ,xnk, > ( } *) Ei spun pe scurt: "dacă șirul ( ) este mărginit" ] Seturi mărginite în Rn având proprietatea că fiecare dintre elementele șirului ( ) coincide cu unul dintre elementele ( ) În acest al doilea caz, o subsecvență infinită Htg xt , , Htp, ( ) secvența ( ) va consta din elemente care sunt toate egale cu același element al mulțimii finite ( ) Subsecvența ( ) este în mod evident staționară și, prin urmare, converge Rămâne de luat în considerare cazul când ( ) conține o subsecvență infinită ( ) constând din elemente distincte în perechi Aceste elemente formează o mulțime infinită mărginită care, în virtutea teoremei Bolzano-Weierstrass, are un punct limită g; separând de ( ) o subsecvență care converge către g, verificăm validitatea teoremei Teorema (Cantor) Orice succesiune de mulțimi închise descrescătoare mărginite nevide F^F^F^ =>Fn=> ( ) are o intersecție negoală Dovada Alegând punct cu punct din fiecare Fn, obținem șirul mărginit ( ), din care, prin Teorema , putem selecta o subsecvență ^n > • • • > > • • • > ( ) convergând într-un anumit punct a Să demonstrăm că punctul a aparține oricărei mulțimi Fn a șirului nostru ( ) și, în consecință, intersecției acestor mulțimi Luați niște Fn și selectați o subsecvență a secvenței ( ) constând din acele xnk pentru care > n \ această subsecvență (toate elementele aparțin lui Fn) converge către același punct a, care se dovedește astfel a fi punctul de contact a multimii Fn, iar din moment ce Fn este inchis, rezulta ca a e Fn, care urma sa fie demonstrat Teorema (Borel-Lebesgue) Din orice sistem infinit S de intervale care acoperă un segment dat [a; ], putem evidenția un subsistem finit care acoperă și segmentul [a; ] Prezentăm aici dovada originală datorată lui Lebesgue însuși Mai jos vom demonstra o teoremă mult mai generală (Sec Cap ), referitoare, în special, la submulțimile mărginite închise ale spațiului euclidian Dovada Să numim orice punct i € [a; ] marcat dacă există un subsistem finit al sistemului S care acoperă segmentul [a; A] Notăm cu M mulțimea tuturor SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE [CH puncte marcate Este ușor de observat că M este nevid (de exemplu, a Fie g limita superioară a mulțimii M un interval A = (x';xx) al sistemului ; prin definiția punctului g, (/; x") conține un punct marcat x, prin urmare, segmentul [a; x] este acoperit de un subsistem finit, * al sistemului Fie * format din intervalele Dx, , Dp Atunci sistemul ^, format din intervalele Dx, , Dp, D, acoperă evident segmentul [a;g] Cu toate acestea, sistemul | acoperă nu numai segmentul [a; g], dar chiar și segmentul [a; g'], unde g' este un punct arbitrar al intervalului (g;x"), astfel încât punctul g' > g se dovedește a fi marcat dacă numai P] puncte marcate situate pe [a; P]) dacă g = P; prin urmare, întregul segment [a; P] este acoperit de un subsistem finit ^=p al sistemului , iar teorema este demonstrată Observație Din teorema Borel-Lebesgue, la rândul său, se deduce ușor teorema Bolzano-Weierstrass Într-adevăr, să fie mulțimea M • • • (O punctele dreptei reale erau convergente, este necesar și suficient ca pentru fiecare număr pozitiv e să se poată găsi un astfel de număr natural pg încât = dat, luăm n atât de mare încât pentru p > ne, le avem |xp - xj ne Din definiția numerelor ai p^ rezultă că xp, xq, p^k, q^k pot fi găsite în așa fel încât , există un k atât de mare încât £/(£, e)ze[a*; p*], astfel încât toate punctele xk, xk+ , sunt cuprinse în U(t, e) Și asta înseamnă că | | = thp L->OO Definiție Succesiunea *) Într-adevăr, să luăm, de exemplu, = și pentru aceasta definim e număr, fie xk cel mai din stânga și Xts cel mai din dreapta punctelor xlt x , xle+i>* atunci întreaga mulțime se află pe intervalul (xk - ; x^ + D* SPAȚII METRICE ȘI TOPOLOGICE (Cap numerele reale se numesc crescătoare dacă x x Xn ^ n + si in scadere daca Xi -^ X xs Xn Xn + Secvențele crescătoare și descrescătoare sunt combinate printr-un singur nume de secvențe monotone Teorema Fiecare secvență mărginită monotonă este o secvență convergentă și fiecare secvență crescătoare mărginită converge către limita sa superioară, iar fiecare secvență descrescătoare converge către limita sa inferioară Demonstrațiile în cazul secvențelor crescătoare și descrescătoare sunt complet analoge; de aceea, luăm în considerare doar cazul secvențelor crescătoare Să avem o secvență crescătoare ( ) și fie g limita superioară a mulțimii tuturor punctelor care sunt elemente ale secvenței noastre Fie (g - s; g + s) o vecinătate arbitrară a punctului £ Segmentul conține trăiește cel puțin un punct al șirului ( ), să fie, de exemplu, punctul xk\ deoarece niciun punct xn pentru care η > k se află la stânga lui xk și niciunul dintre punctele xn nu se află la dreapta lui xn, atunci toate punctele xn, n > k se află pe segmentul -y; gj, care face parte din intervalul (t-v; t-s) Astfel, oricare ar fi vecinătatea punctului |, toate xn, pornind de la una anume, se află în această vecinătate, ceea ce înseamnă că limxw = t, ceea ce urma să fie demonstrat Încheiem această secțiune cu următoarea afirmație: Teorema Mulțimea tuturor punctelor dintr-un spațiu euclidian n-dimensional are cardinalitatea unui continuum Observația Această teoremă decurge direct din Teorema , § , Ch , conform căreia c" = c Dar aici dăm o demonstrație elementară a acestui fapt Demonstrarea se va face pentru plan, dar poate să fie ușor de transferat la cazul general Să prefațăm dovada cu câteva fapte elementare Să notăm cu r, q> coordonatele polare pe plan și să stabilim pe fiecare rază ♦) Astfel, dacă o succesiune este atât crescătoare, cât și descrescătoare în același timp, atunci toate elementele sale sunt egale între ele § ] Seturi delimitate în R' o ramură între mulțimea tuturor punctelor = stabilim o corespondență unu-la-unu între toate punctele r Y = Astfel, a fost stabilită o mapare unu-la-unu a pătratului Q pe o parte a intervalului ( ; ) Pe de altă parte, atribuind fiecărui punct t al acestui interval un punct f/, y) al pătratului Q, se obține, evident, o mapare unu-la-unu a intervalului ( ; ) pe o parte a pătratul Q În consecință, prin Teorema , § , Cap pătrat Q are aceeași cardinalitate ca și intervalul ( ; ), adică cardinalitatea continuumului, iar teorema este demonstrată Capitolul cinci SPAȚII METRICE COMPACTE ȘI COMPLETE § Compactitatea într-un spațiu dat și compactitatea în sine Definiție O mulțime M aflată într-un spațiu metric X se numește compactă în spațiul X dacă din fiecare succesiune infinită de puncte a mulțimii M se poate alege o subsecvență care converge către un punct din spațiul X Dacă este îndeplinită o condiție mai puternică , și anume că din fiecare succesiune infinită de puncte a mulțimii M, puteți alege o subsecvență convergentă către un punct al mulțimii M, atunci mulțimea M se numește compactă în sine Dacă se vorbește despre compactitatea unui spațiu metric (care este considerat în sine, și nu ca o mulțime aflată într-un spațiu ambiental), atunci, în mod firesc, ele înseamnă compactitate în sine: spațiul metric X se numește compact sau pur și simplu compact, dacă din fiecare succesiune infinită de puncte a acestui spaţiu este posibil să se selecteze o subsecvenţă convergentă în acest spaţiu Spunem că un spațiu metric X este compact într-un punct χ e X (sau are un punct x ca punct de compactitate locală) dacă punctul x are o vecinătate Ux a cărei închidere [Ux]x este compactă; se spune că un spațiu este compact local dacă fiecare dintre punctele sale este un punct de compactitate locală Fiecare set compact are în mod evident proprietatea de compactitate locală Un exemplu de spațiu local compact care nu este compact este linia reală și, în general, spațiul euclidian de orice număr de dimensiuni Un spațiu Hilbert nu este compact în niciunul dintre punctele sale Într-adevăr, indiferent de β > , în vecinătatea e a oricărui punct a = (au an, ) se poate găsi un post divergent $p COMPACT ^ " • • • consistenta хі х , • , xm, , unde xm = e \ • ♦ ♦ > *G ' ^R + > • • • ) • Teorema Mulțimea Γ a tuturor punctelor de compactitate locală a unui spațiu arbitrar X este o mulțime deschisă în X, eventual goală, care este un spațiu local compact Într-adevăr, pentru orice punct χ e Γ există o vecinătate Ux (față de X) a cărei închidere [( x]x este compactă Rezultă imediat de aici că orice punct χ ∈ Ux este un punct de compactitate locală a spațiului, adică t/ xT, deci Γ este deschis în X Alegând o vecinătate Urx astfel încât \U rx\^u x, vedem că închiderea vecinătății Utx în Γ coincide cu închiderea sa în X și este compactă, de unde rezultă că Γ este un spațiu local compact Vom studia compactitatea locală a spațiilor topologice în § din Cap Definiția compactității poate fi dată și după următoarea formă: Se spune că o mulțime Μ £X este compactă în spațiul X dacă fiecare submulțime infinită a mulțimii Μ are (în spațiul X) cel puțin un punct limită Într-adevăr, să fie îndeplinită condiția tocmai formulată Să demonstrăm că din orice succesiune infinită xlt x , , xn, ( ) puncte ale mulțimii M, se poate evidenția o subsecvență convergentă Într-adevăr, setăm %= și notăm cu n cel mai mic n astfel încât punctul xn să fie diferit de x Un astfel de n nu poate fi găsit numai dacă toate punctele ( ) coincid În general, dacă xnv , xPk sunt deja definite, atunci notăm cu n > + cel mai mic n astfel încât punctul xn să fie diferit de xPi, xnk Există două posibilități pentru aceasta: a) Pentru unele k (poate chiar pentru /? = ) rezultă că x "A + nu poate fi construit, adică fiecare punct xn coincide cu unul dintre punctele xn " " xPk, atunci există o subsecvență infinită a șirului ( ) constând din puncte care coincid unele cu altele; această secvență converge, iar afirmația noastră este dovedită b) Procesul de extragere a elementelor xPi, " xPk continuă la nesfârșit și duce la construirea unei subsecvențe infinite • • • > • • • ( ) secvența ( ) constând din puncte distincte în perechi, astfel încât ( ) este o submulțime infinită a mulțimii M Această submulțime are, prin presupunere, un punct limită x Deoarece un spațiu metric satisface prima axiomă a numărabilității, atunci, în virtutea Propoziției , § , Cap , din secvența ( ) se poate selecta o subsecvență convergentă către punctul x În schimb, să presupunem că o subsecvență convergentă poate fi distinsă din fiecare șir și este dată o submulțime infinită a mulțimii M; atunci setul L conține un set numărabil SPAȚII METRICE [CH ale căror elemente pot fi numerotate sub forma unei secvențe ( ) constând, "evident, din puncte distincte perechi Semnând o subsecvență convergentă din această secvență și notând limita ei cu x , vedem că x este punctul limită al mulțimii M și, prin urmare, al mulțimii M Astfel, se dovedește echivalența ambelor definiții ale compactității În special, când M este același cu tot X, avem propoziția: Compacta poate fi definită ca acele spații metrice în care fiecare mulțime infinită are cel puțin un punct limită Deoarece fiecare submulțime a unei mulțimi mărginite este mărginită, din teorema Bolzano-Weierstrass rezultă că fiecare mulțime mărginită a unui spațiu euclidian n-dimensional este compactă în acest spațiu Fie un număr pozitiv și M o mulțime într-un spațiu metric X un punct ai separat de x printr-o distanță dat, atunci este mărginită Într-adevăr, fie Kr = { a as} este o rețea a mulțimii M; să notăm cu d diametrul mulțimii Nr , adică cel mai mare dintre numerele p(ai aj) Pentru oricare două puncte x și x' ale lui M, există puncte ai aj ale rețelei noastre astfel încât p(x, a^ , conține niște -net Tocmai am văzut că orice mulțime complet mărginită M este mărginită cu atât mai mult, așa că numele este ales corect Să demonstrăm următoarea propoziție: Teorema Orice mulțime M care este compactă într-un spațiu metric X este complet mărginită Într-adevăr, dacă mulțimea M X nu este complet mărginită, atunci există > pentru care M nu conține nicio rețea Să luăm un punct arbitrar a^M Deoarece nu există o rețea în M , atunci, în special, rețeaua nu este o mulțime constând dintr-un singur punct a > ; prin urmare, în M se poate găsi un punct a la o distanță > de la n Dar o pereche de puncte n , COMPACT § Și de asemenea, nu formează o rețea electronică a mulțimii M\, așa că în M se poate găsi un punct a care se află la o distanță de fiecare dintre punctele a , ar Continuând acest raționament, vom construi pas cu pas un succesiune infinită de puncte ^o> ^i> • • • > • • •> (^) dintre care fiecare este separat de toate precedentele (în secvența ( )) printr-o distanță e Prin urmare, distanța dintre oricare două puncte ale șirului ( ) se dovedește a fi Rezultă că șirul ( ) nu conțin orice subsecvență convergentă și se demonstrează teorema Deoarece mulțimile mărginite ale spațiului euclidian sunt compacte, iar mulțimile compacte sunt mărginite (chiar complet), rezultă din ceea ce s-a demonstrat Teorema Pentru ca o mulțime din spațiul euclidian Rn să fie compactă în Rn, este necesar și suficient ca ea să fie mărginită Din teoremele și rezultă că orice mulțime mărginită* situată într-un spațiu euclidian n-dimensional este, de asemenea, complet mărginită, circumstanță care poate fi ușor verificată direct Teorema Pentru ca o mulțime M aflată într-un spațiu metric X să fie compactă, este necesar și suficient ca ea să fie închisă și compactă în X Într-adevăr, fie M închis și compact în X Atunci fiecare submulțime infinită M' Dând valorile , y, , " •••" OBȚINEM cel mult un set numărabil Af = U^JL> peste tot dens în X (deoarece, oricare ar fi punctul x e X, avem p(x, v) = ) Mulțimea N nu poate fi finită, deoarece fiecare submulțime finită a unei mulțimi compacte este închisă Observația Definiția compactității implică imediat: Dacă X este compact, atunci fiecare M e X este compact în X; prin urmare, fiecare mulțime închisă a unei mulțimi compacte X este ea însăși o mulțime compactă Teorema (Cantor) Lăsa FіEF,eF, eF, ( ) sunt mulțimi compacte închise nevide ale spațiului metric X, adică mulțimi compacte situate în X Intersecția lor φ = Q φ este nevid P= Observația Teorema lui Cantor poate fi formulată și astfel: Orice succesiune de mulțimi închise descrescătoare nevide ( ) ale unui spațiu metric compact are o intersecție nevide Dovada teoremei lui Cantor coincide cu cea dată în § Cap demonstrație a aceleiași teoreme pentru mulțimi închise și mărginite în /? Pentru orice η luăm un punct arbitrar a " SF " Din șirul de puncte astfel obținut a, as, , a ", alegem un convergent аПі, a"t, , ank, ( ) USD COMPACT (aceasta există, deoarece toate o minciună în Φn și Oj este compactă) Fie a = Hm a Să demonstrăm că a e Φn pentru orice n nĂ>n Sirul ^, a^^+i, -• •• este format din puncte ale mulțimii Фп și converge către același punct a ca întreaga secvență ( ) Prin urmare, a este punctul de contact al mulțimii Ф" Din moment ce Фп, este închis, ceea ce trebuia să fie dovedit Consecinţă Fiecare succesiune descrescătoare de mulțimi mărginite închise nevide într-un spațiu euclidian n-dimensional are o intersecție nevide Observaţia Dacă diametrele mulţimilor ( ) tind* spre zero, atunci intersecţia tuturor mulţimilor Φn (nevide în virtutea teoremei lui Cantor) constă dintr-un singur punct Alături de teorema lui Cantor, una dintre cele mai importante propuneri din teoria spațiilor compacte este așa-numita teoremă Borel-Lebesgue, care a fost demonstrată inițial pentru un segment al dreptei reale Teorema Fie Φ o mulțime compactă situată într-un spațiu metric X (adică, în virtutea teoremei , Φ este o mulțime închisă și compactă în X) Din orice sistem S de mulțimi deschise din spațiul X care acoperă *) mulțimea Φ, se poate evidenția un subsistem finit care acoperă și mulțimea Φ Cu alte cuvinte, fiecare capac deschis al unei mulțimi compacte închise Φ conține o subacoperire finită a aceleiași mulțimi Φ Dovada se bazează pe următoarea lemă: Lema Orice Φ compact pentru orice > poate fi reprezentat ca suma unui număr finit de mulțimi închise cu diametrul => F/l /i = • • • ( ) multimi compacte, iar niciunul dintre ele nu este acoperit de niciun subsistem finit al sistemului , iar diametrul este continut in unele Γ € Deoarece Γ este deschis, exista U (a, c) si Γ ія) se poate găsi S > astfel încât pentru orice două puncte x' € X, x" € X, distanța dintre care în X este mai putin de , avem P (f (x'), f (%)) astfel încât pentru orice > se poate găsi o pereche de puncte x(' ) care îndeplinesc condițiile (-^( ))) c Oferind lui b valorile , y, , ± și notând x^y x^t^ doar prin xn respectiv x'n, alegeți din succesiune x x , , xp, subsecvență convergentă Хп,, xП Xnk, " ИІП ХВЛ=Х oo Deoarece p(xn, x'n) Ot>L->CD astfel încât pentru k suficient de mare distanța p(yk y'k) va fi arbitrar mică Între timp, prin presupunere, p(#*, y'k) bі=y I " Lungimea fiecăruia este În mod similar, desenând o înălțime * într-un triunghi dreptunghic isoscel A, o împărțim în două triunghiuri dreptunghiulare isoscel Ao și Ax Acestea sunt triunghiuri de "primul rang"; ele formează o "partiție a primului rang" a triunghiului inițial D Împărțind fiecare triunghi al primului rang la înălțimea lui, obținem patru triunghiuri de rangul doi DOo> A , Du> Dts "În general, pentru orice n obținem n triunghiuri " rangul p Observația Toate triunghiurile din construcția noastră sunt considerate închise (adică vârfurile și laturile lor sunt atașate de ele) Din construcția noastră rezultă, într-un mod evident, că și A/t este întotdeauna Zn Di /d n+ Mai mult, deoarece lungimea ^ ip este egală cu , ea tinde spre zero pe măsură ce n crește la infinit De asemenea, este ușor de observat că diametrul triunghiului D/u /n tinde spre zero pe măsură ce n crește la infinit Din aceasta rezultă: a) Dacă pentru orice n notăm cu Pn fie un triunghi de rangul al n-lea, fie suma a două triunghiuri de rangul al n-lea adiacente unul altuia, atunci pe măsură ce n crește la infinit, diametrul mulțimii Pn tinde spre zero De asemenea, avem nevoie de următoarea proprietate a construcției noastre, care poate fi demonstrată cu ușurință (prin inducție pe rangul n): b) Dacă două segmente de rang n au un punct final comun, atunci triunghiuri D/ > a /l și se alătură între ele de-a lungul unei laturi comune Acum să fie t un punct al segmentului [ ; ] Pentru fiecare rang n avem fie un singur segment de rang n care conține în interior punctul /, sau două segmente și având ca punct punctul t scop comun În primul caz, notăm cu Pn(/) triunghiul, iar în al doilea, suma a două triunghiuri An /P și K T Pye în acest caz, în virtutea remarcii b), sunt adiacente unul altuia Este ușor să vezi asta Рг( =>Р ( => =Р" (/)=> , ( ) mai mult, datorită remarcii a) intersecția tuturor Pn(/) constă dintr-un singur punct, pe care îl notăm cu f(t) Am obţinut astfel o mapare /(/) a segmentului [ ; ] în triunghiul A Să demonstrăm mai întâi că această mapare este o mapare pe întregul triunghi A Într-adevăr, fie x un punct fix arbitrar al triunghiului A Luați o secvență a triunghiurilor noastre D/t D/i/ D/t/" /d - • ( ) *) Prin înălțime într-un triunghi dreptunghic înțelegem întotdeauna perpendiculara căzută de la vârful unghiului drept la ipotenuză Secțiunea HARTĂRI COMPACTE CONTINUE cu condiția ca x să fie conținut în fiecare dintre triunghiurile A;t ale acestei secvențe (pentru unele puncte x o astfel de succesiune se dovedește a fi unic determinată, pentru altele nu este) Secvența ( ) corespunde secvenței $th ° byy =>•••=> a " ( ) definirea unui singur punct /£[ ; ], care este punctul de intersecție al tuturor segmentelor ( ), iar din construcția noastră rezultă ușor că pentru orice n avem ZL - ?p ( • ( ) De la ce co zile ""=•*' l = ASA DE pe ( ) și din faptul că Pn(t) este format dintr-un singur punct, rezultă că n = ASA DE ■*= n adică x=/( L = În final, să demonstrăm că harta f este continuă în orice punct !] • Fie Ho \u d / (/ ) \u d P RpVo) - L = Luăm un ε > arbitrar Există n astfel încât Pn (/ ) U (*o > s) Alegeți acest n; punctul aparține fie unui singur segment o/t, fie a două segmente in si /t , ,jn de rangul n capătul segmentului ' Apoi pentru toate /£[ ; ], la mai puțin de m distanță de / ), avem Pn(t) > Pn(/ ), și deci P (/ (țoh f ( ) Q E D Observația Să completăm construcția tocmai efectuată cu următoarea observație (făcută mai întâi de N N Luzin): în spațiul tridimensional, se poate construi un arc simplu (adică o mulțime homeomorfă la segmentul [ ; ]) in asa fel incat proiectia acestui arc pe plan sa fie un triunghi *) Pentru a face acest lucru, luați un triunghi A în planul x = al spațiului tridimensional (xr, x , x ) și mapați continuu segmentul pe el este o mapare a / ca un sistem de două funcții continue * \u d - >in~tn Cu toate acestea, din această condiție rezultă că atât x^ = φi, cât și x^ = y Uk) vor fi la k tind spre x = φ (/) și respectiv x = φ ( ), decât se demonstrează continuitatea funcțiilor φi și φ , și deci maparea f În § se va demonstra o teoremă mai generală, și anume: Cantor discontinuum sub niște "mapping" continue Funcțiile phi și φ , definite pe mulțimea Cantor Π, interpolăm liniar pe intervale adiacente acestei mulțimi, adică punem pe fiecare interval adiacent (a; ) Фі W=Фі Фі (₽)' h> w=h> ( ) definit în spațiul X se numește monoton dacă este o secvență crescătoare sau descrescătoare; în plus, se spune că șirul ( ) este crescător (respectiv, descrescător) pe X dacă pentru orice χ £ X avem f fi fp • respectiv fi (x)^f (x)^ , ^fn(x)^ Dacă, de altfel, pentru cel puţin un punct χ £ X avem / f (x)> > fn(x)> , atunci șirul ( ) se numește strict crescător (respectiv, strict descrescător) SPAȚII METRICE (Cap la o funcție continuă pe X, atunci această secvență converge uniform pe X Este suficientă demonstrarea acestei teoreme pentru cazul unei secvențe crescătoare ( ) o funcție care converge în toate punctele mulțimii compacte X către o funcție continuă f(x) Este necesar să se demonstreze că pentru orice v > dat este posibil să se găsească astfel de ne astfel încât u și n e pentru toate punctele χ e X să fie lf(x)-fn(x)| Notăm cu Γn mulțimea tuturor punctelor χ e X pentru care condiția DacăW - M *) I Ce- Deoarece atât f(x) cât și fn(x) sunt funcții continue în X, funcția I f (x) - fn (x) I este de asemenea continuă și, prin urmare, mulțimea Γn este deschisă pentru orice η Mai mult, deoarece șirul ( ) este în creștere, în orice punct χ e Γ avem lf(x)-U (x)| ns pentru orice punct χ e X avem DacăW-f"(x)| , atunci vecinătățile sferice , (f , sunt disjunse Pe de altă parte, o ramură a unei hiperbole și una dintre asimptotele acesteia pot servi ca exemplu de pereche de mulțimi închise nemărginite disjunse în plan, distanța dintre care este egală cu zero Dacă spațiul X este suma a două intervale ( ; ) și ( ; ) ale dreptei reale, atunci fiecare dintre aceste intervale este o mulțime închisă și mărginită a spațiului X, iar distanța dintre ele este egală cu zero Corolarul Orice două mulţimi închise disjuncte nevide ale unui spaţiu n-dimensional euclidian, dintre care cel puţin una este mărginită, se află la o distanţă pozitivă una de cealaltă Demonstrarea teoremei Fie / și Φ închise în X, nevide, dar au o intersecție goală Fie, în plus, Φ compact Să demonstrăm că p(F, Ф)> Altfel am avea două succesiuni de puncte xx, x , •, xn, , xn £ F, ( ) Și Ui> U" ,U"€Ф, ( ) astfel încât lim p (xn, yn) = Q Datorită compactității mulțimii-n-+ a> Φ din ( ) se poate alege o succesiune Yn^ Yn * * • * ' ' ' convergând către un punct y e Φ Deoarece p(xl, yn) tinde spre zero, secvența хПі, хП > de asemenea, converge către punctul y și din închiderea mulțimii F rezultă că y e F Astfel, punctul y se dovedește a fi un punct comun al mulțimilor F și Ф, contrar presupunerii noastre Teorema este demonstrată SPAȚII METRICE |GL, b' Pentru toate întrebările despre conexiunea mulțimilor compacte, următorul concept (introdus de Cantor) este cel principal: Definiția O succesiune finită de puncte a , ca dintr-un spațiu metric X se numește o cale r, și anume, o cale β care leagă un punct cu un punct ca, dacă P ai+i) Teorema Orice spațiu metric conex X este legat Dovada Fie deconectat X Să demonstrăm că X nu poate fi conectat Într-adevăr, deoarece X nu este legat, se pot găsi în X două puncte a și b, care, pentru unele θ > , nu pot fi conectate prin nicio cale β Notăm cu Ae mulțimea tuturor punctelor din spațiul X care pot fi conectate la a printr-o cale β Mulțimea Rs este nevidă (deoarece conține punctul a) Nu coincide cu întregul lui X (pentru că nu conține punctul b) În plus, Ae este închis: dacă a' este un punct de contact al mulțimii Hs, atunci există un punct ca ⊂ A care este îndepărtat de la a! la o distanta nv va exista Φ η η Într-adevăr, mulțimea Γ este o mulțime deschisă care conține Φ Prin urmare, fiecare mulțime Φ' = Φn\Γ (ca intersecția a două mulțimi închise Φn și X\Γ) este închisă în X și, prin urmare, cu atât mai mult în Φv , este evident că , Ф'^Ф'+ Astfel, mulțimile Φ^ formează o succesiune descrescătoare de mulțimi compacte Intersecția lor este goală, deoarece este conținută, pe de o parte, în Φ^Γ și, pe de altă parte, în X\Γ Prin urmare, toate Φ', începând cu unele n = n, sunt goale Dar dacă FA = Φ η P (X\T) este gol, atunci, deci, Φ Ε Ε Γ, ceea ce trebuia demonstrat Să demonstrăm acum teorema ' Să presupunem că Φn este o "mulțime compactă n-legată (în plus, lnn n = ) și că (nevide) oo mulţimea compactă Φ= Q Φ" nu este un continuum Atunci Ф = Ф' și Ф", n - unde Φ' și Φ" sunt închise, negoale și nu se intersectează, iar prin teorema avem p(Φ', Φ") = δ> Punem Γ' = ( ^Φ', , Г" = U ^Ф", Mulțimea deschisă Г = Г' U Г" este o vecinătate compactitatea Φ; prin urmare, pentru orice n suficient de mare avem " = Φn și p(φ, Φη) > η Luând η atât de mare încât este să poată fi reprezentat ca suma unui număr finit de subcontinue cu diametrul , n - , , , " și segmentele orizontale Dn și Dn pentru n impar se află pe axa , în timp ce Dn pentru n impar abscisă și leagă punctele ( -, ) și ( ; , \l ) \n -l unsprezece l se află pe linia y - și conectează punctele ( -, *) Cititorul este încurajat să facă un desen § ] CONECTIVITATE ÎN SPAȚII COMPACTE Să dăm câteva exemple de continuumuri conectate local Dacă din toate punctele \ / \ / n - \ n' s/' \n* s/*'"'\L' s / (n= , , , Orez în patru interne egale nouă închise • coborâți perpendicularele pe axa y și atașați-le la continuum C, apoi obțineți un continuum conectat local Următoarele două continuumuri conectate local, construite pentru prima dată de matematicianul polonez Sierpinski, sunt destul de remarcabile Primul continuum Sierpinski se obține după cum urmează Se ia un triunghi echilateral (Fig ) și se împarte la cele trei linii din mijloc în patru triunghiuri egale Interiorul triunghiului mijlociu (umbrit în Fig ) este aruncat, iar pe fiecare dintre cele trei triunghiuri închise rămase (le numim triunghiuri de primul rang) se repetă aceeași construcție: fiecare dintre aceste triunghiuri este împărțit la trei mediane liniile triunghiului, interioritatea mijlocului este aruncată, astfel încât să se obțină triunghiuri de rangul doi etc Se notează cu lp suma tuturor triunghiurilor al treilea de rangul al n-lea; întrucât toate aceste triunghiuri sunt închise, suma lor este compactă Această mulțime compactă este în mod evident conectată (oricare două dintre punctele sale pot fi conectate printr-o linie întreruptă situată pe n) Deoarece JinDJin+ , intersecția tuturor n este continuul S, care tH se numește "curba Sierpinski" Pentru a avea o idee despre forma sa, oferim o imagine a continuumului n în desen Pe continuumul S există peste tot o linie poligonală densă infinită L, suma contururilor tuturor triunghiurilor construcției noastre Este ușor de observat că mulțimea L este conectată ca suma unei secvențe în creștere de continue Ln (unde Ln este suma contururilor tuturor triunghiurilor de rang n) Totuși, L departe de a epuiza întregul continuum pe S, există încă un set nenumărat de puncte care nu se află pe niciuna dintre jonturile triunghiurilor noastre Este ușor de observat că fiecare punct al continuumului S are o vecinătate conexă de diametru arbitrar mic, astfel încât continuumul este conectat local Al doilea continuum Sierpinski, așa-numitul "covor Orpinski", este construit după cum urmează (Fig ) Pătratul Q cu latura (să-i spunem un pătrat de rang zero) este împărțit în pătrate egale cu laturile -y îndepărtați interiorul celui din mijloc Rămân pătrate închise de primul rang, a căror sumă formează continuumul Cr Pe fiecare dintre ele repetăm aceeași construcție, astfel încât să obținem de pătrate închise de rangul doi, a căror sumă este continuumul C Construcția continuă la nesfârșit și duce la o succesiune de continuumuri descrescătoare unde Cn este suma celor pătrate cu laturile SPAȚII METRICE [CH Intersecția C a tuturor continuurilor Cn este continuumul numit covorul Sierpinski Observația Continuurile luate în considerare au proprietatea că fiecare dintre ele nu este nicăieri dens în plan Covorul Sierpinski este remarcabil prin faptul că conține o imagine topologică a oricărui continuum situat într-un plan și nicăieri dens în el Astfel de continuumuri sunt numite plate Continuumurile adecvate situate pe plan și nicăieri dense pe el sunt numite curbe Cantor (plate) Din exemplele de mai sus se poate observa că o curbă Cantor poate să nu fie iordaniană și, dimpotrivă, un continuum iordanian (de exemplu, un pătrat) poate să nu fie o curbă Cantor Proprietatea unui continuum de a fi iordanian este evident invariantă din punct de vedere topologic: dacă Cj este un continuu iordanian și C este homeomorf cu Ci, atunci C este și un continuu iordanian (deoarece dacă /j este o hartă continuă a unui segment de pe Clt și f este o hartă topologică a lui C± pe C , atunci /= =f fi este o mapare continuă a intervalului pe Cg) Apare o întrebare firească: este proprietatea unui set plat de a fi o curbă Cantor invariantă din punct de vedere topologic? Alți elefanți: dacă Cx este o curbă cantoriană și C este un set plat homeomorf cu mulțimea Clt, atunci C va fi un cantorian? Orez curba urletului? De la noi anterioare din- Se știe că C este în orice caz un continuum Rămâne de demonstrat că C nu este nicăieri dens în plan Subtilitatea acestei întrebări este evidentă din faptul că proprietatea unui set plat de a fi nicăieri dens pe planul în sine nu posedă invarianță topologică Într-adevăr, notăm cu mulțimea tuturor punctelor raționale de pe dreaptă și cu /? mulțimea tuturor punctelor raționale din plan (adică mulțimea tuturor punctelor planului pentru care ambele coordonate sunt raționale) Se poate demonstra că mulțimile R± și R sunt homeomorfe; între timp, R nu este dens nicăieri în plan, în timp ce R este dens peste tot Totuși, dacă dintre două mulțimi compacte situate pe plan și homeomorfe unul față de celălalt, unul nu este nicăieri dens în plan, atunci celălalt are aceeași proprietate Această propoziție decurge dintr-una dintre teoremele fundamentale ale topologiei plane, și anume, din așa-numita teoremă de invarianță a domeniului plat: dacă două mulțimi plate homeomorfe reciproc conțin puncte interioare, atunci cealaltă mulțime conține și puncte interioare O teoremă similară este valabilă și pentru mulțimile care se află în spațiul euclidian al oricărui număr dat de dimensiuni n Pentru un spațiu Hilbert, propoziția analogă nu mai este valabilă O dovadă destul de accesibilă a teoremei fundamentale privind invarianța unui domeniu plat și o teoremă similară pentru un spațiu n-dimensional poate fi găsită în capitolul al cărții lui Aleksandrov [ ] și, de asemenea, în cartea lui Aleksandrov-Pasynkov [ ], capitolul , Teorema Prin -componenta Qe(a) a unui punct a unei mulțimi compacte Φ mulțimea tuturor acelor puncte din această mulțime compactă care pot fi conectate la a printr-o cale de Evident, φ (n) este e-link ] CONECTIVITATE ÎN SPAȚII COMPACTE set leneș; în demonstrația teoremei am văzut că -componenta este o mulțime clopenă Intersecția Q(a) a tuturor e-componentelor punctului a, luate pentru toate posibilele e > , va fi de asemenea o mulțime închisă; mai mult, stabilirea eu = -^- in Qn=Qi(a), avem Q(a)=f]Qn, astfel încât prin teorema ' "" A= multimea compacta Q(a) este conexata si, prin urmare, este cuprinsa in componenta C(a) a punctului a În schimb, C (a) s ("") pentru orice e, astfel încât C (a) s Q (a) și, prin urmare, C (a) = Q (a) Asa de: Teorema Componenta oricărui punct a al compactului Φ coincide cu intersecția componentelor r ale acestui punct, luate pentru toate posibilele > Notând, ca și acum, componenta -^ a punctului a din Ф che- tăiați Qn, concluzionăm din egalitatea C (a) = Q (a) = Q Qn (prin Lema n = la Teorema ) că pentru orice vecinătate Γ a mulțimii C(a) se poate alege un n astfel încât Deoarece Qn este deschis-închis, atunci avem următorul corolar din teorema : Consecinţă Oricare ar fi vecinătatea Γ a componentei C a compactului Φ, se poate găsi o vecinătate a mulțimii C conținută în Γ care nu este doar o mulțime deschisă, ci și închisă Să presupunem acum că compactul Φ nu conține niciun continuum propriu Numim astfel de mulțimi compacte discontinue În mod evident, un compact discontinuu poate fi definit ca o mulțime compactă, fiecare punct al căruia coincide cu componenta sa Din corolarul tocmai formulat, rezultă că într-un compact discontinuu Φ fiecare punct este conținut într-un set clopen de diametru arbitrar mic Să luăm un > în mod arbitrar mic și să închidem fiecare punct x al mulțimii compacte discontinue date într-o mulțime deschis-închis de diametru , atunci, evident, nu poate conține nicio mulțime conexă format din mai mult de un punct Astfel, am ajuns la următorul rezultat: Teorema Pentru ca compactul Φ să nu conțină un continuum propriu, este necesar și suficient ca acesta să fie zero-dimensional, adică pentru orice θ > să poată fi reprezentat ca suma unui număr finit de perechi disjuncte seturi închise de diametru p(a , a ) Deoarece Φ nu conține puncte izolate, nu există puncte izolate în niciuna dintre mulțimile U (a , e), U (a și e) și, în consecință, în niciuna dintre mulțimile = [C/ (a, c) ) ], Ф, = = [I/ (alf e)], care sunt seturi compacte disjunse de diametre mai puțin decât y(a^ ip<>, ait ini) și apoi, luând în Φ( /n vecinătăți U (j/, s) și U (sw i și e), obținem două mulțimi perfecte compacte disjunctive Фі, іпо - (аг, e)L Фі ілі = IV (й*і • • • )] diametru care este ceea ce aveam nevoie Astfel, pentru orice număr natural η am construit mulțimi compacte perfecte Φ, -, n, "mulțimi compacte de rang m", îndeplinind condițiile ), ) Mai mult, din construcția noastră rezultă că întotdeauna Фг, лпіп+г adică că Să ne amintim acum că în construirea discontinuului Cantor Π, pentru fiecare n natural am avut " segmente de rang n, notate cu Atl n, și că atribuind fiecărui punct x al discontinuului Cantor singurul segment A^ n de rang care îl conține n, am avut și o corespondență unu-la-unu între toate secvențele ( ) și toate punctele discontinuului Cantor, astfel încât fiecare punct x e Π a fost scris unic sub forma Să punem acum în corespondență cu fiecare punct l € P punctul c ii € F Această corespondență este, evident, o corespondență unu-la-unu între P și Fyu Este ușor de demonstrat că este reciproc continuu În virtutea teoremei , este suficient să se demonstreze că este continuă într-o direcție, de exemplu, în direcția de la Π la φ Pentru aceasta luăm o vecinătate arbitrară U(t, s) PUNCTE | = ip și luați n atât de mare încât poate fi reprezentată ca suma unui număr finit de mulțimi închise Φx, , Φ* de diametru s prin setare F +i = F + = =F ' = F" întrucât nu presupunem deloc că mulţimile ΦΦ sunt distincte perechi În special, se poate presupune întotdeauna că numărul s are forma n Reprezentăm acum Φ ca o sumă $ = li de termeni închiși Φ T , Φ de diametru ( ) iar singurul punct g = f(x), care este intersecția mulțimilor compacte ( ) Pe de altă parte, pentru fiecare punct g C Φ putem lua o mulțime compactă Φ/^ de primul rang care o conține (în general, pot exista mai multe astfel de mulțimi compacte de primul rang, apoi luăm din ele, de exemplu , cel cu cel mai mic indice) Mai departe, luăm niște compacte de rangul doi (r)hths care conțin punctul g (reținând că indicele ht a fost deja fixat în acest caz), niște compacte de rangul al treilea F/chMz și așa mai departe, obținem astfel șirul ( ), prin încrucișarea elementelor care este punctul g Secvența corespunzătoare ( ) dă la intersecție punctul x ⊂ φ și t = f(*) Astfel, maparea f este o mapare a discontinuului Cantor Π pe întreaga mulțime compactă Φ Este ușor de observat că această mapare este continuă Într-adevăr, pentru un dat e > , luăm m atât de mare încât -X poate fi reprezentat ca o sumă de mulțimi compacte disjunse în perechi Φn ,Φ cu diametrul -urile naturale, se poate înlocui întotdeauna reprezentarea performanţă f = f;ii uF'zo f; pF/==l, (f;) de primul rang (adică purtând cu un indice); fiecare element al primului rang este "subordonat" unui set numărabil de elemente din al doilea rang conținut în acesta, І/ц, , fiecare element M^ de rangul doi este subordonat unui set numărabil de elemente de rangul al treilea • • • > e tn" • fiecare element al căruia (cu excepția primului) este subordonat celui precedent se numește lanțul sistemului A; intersecția elementelor care formează un lanț se numește nucleul acestui lanț și, în sfârșit, suma nucleelor tuturor lanțurilor sistemului A se numește nucleul acestui sistem A Este esențial să rețineți că definiția unui sistem A nu conține în niciun caz o cerință ca două mulțimi care sunt elemente de același rang să nu se intersecteze; în plus, elemente diferite de același rang pot fi și seturi de puncte identice; în acest sens, trebuie remarcat că fiecare element ț ț i"' m~ m de rang m > este subordonat unui singur element de rang m - , și anume elementul Mі i , dar poate fi un submult al altor elemente de rang m - Prin urmare, notând cu Mm suma tuturor elementelor de rangul /n, obținem w mulţimea Mm, care, în general, nu coincide deloc cu nucleul A-/n= dat sisteme (dar care conțin doar acest nucleu); în cazurile în care are loc această coincidență, operația L în sine, adică trecerea de la un sistem dat de mulțimi Мі ț * * la nucleul său nu prezintă interes, deoarece poate fi înlocuit prin adăugarea de mulțimi de fiecare rang dat și luând intersecția mulțimilor rezultate De cele mai multe ori, sunt considerate sisteme A ale căror elemente sunt mulțimi închise dintr-un spațiu dat X nucleele a unor A-sistem compus din multimi inchise ale spatiului X se numesc A-multimi ale spatiului X Toate multimile Borel sunt un caz special al multimii A*) ♦) Acest lucru este ușor de demonstrat; deoarece toate seturile închise sunt seturi A, toate seturile Borel pot fi obținute din aplicații închise SPAȚII METRICE COMPLETE § ] Seturile A situate în spațiile euclidiene, precum și în spațiile Hilbert, permit un studiu de mare anvergură În același timp, în afara mulțimilor A, multe dintre cele mai naturale probleme ale teoriei mulțimilor se dovedesc, cel puțin în prezent, a fi de nerezolvat Așa, de exemplu, este cea mai simplă problemă din teoria mulțimilor, problema determinării cardinalității unei mulțimi: se dovedește că orice A-mulțime nenumărabilă a oricărui spațiu euclidian sau Hilbert, în general, al oricărei metrici complete separabile * *) spaţiul conţine neapărat un discontinuum**), şi deci are cardinalitate cu , în timp ce chiar şi pe linia reală, problema determinării cardinalităţii mulţimilor complementare mulţimilor A întâmpină dificultăţi care în prezent par complet de netrecut O mulțime complementară unei mulțimi A poate să nu fie în sine o mulțime A: mulțimile A complementare cărora sunt și mulțimile A nu sunt altceva decât mulțimi Borel Această teoremă remarcabilă a fost demonstrată de M Ya Suslin, care, folosind teorema sa, a construit primul exemplu de mulțime A care nu este o mulțime Borel în Abia după acest exemplu a devenit posibil să vorbim despre clasa de A-seturile ca o clasă de seturi, într-adevăr mai largi decât clasa de seturi Borel Teoria multimilor A este capitolul cel mai dezvoltat din asa-numita teorie descriptiva a multimilor; cititorii care doresc să se familiarizeze cu ea, ne referim la cartea lui Hausdorff [ ], cap și ***), și la cartea lui Kuratovsky II], vol § Definiţie şi exemple de spaţii metrice complete Secvență de puncte x , , xn, ( ) al unui spațiu metric X se numește șir fundamental dacă pentru orice e > putem alege un număr natural ne astfel încât pentru orice ρ nc, q^n& avem P(n>, xfl) • • • ( } La cu limita a, atunci întreaga secvență ( ) converge către limita a Într-adevăr, să alegem un număr atât de mare încât pentru orice p e, q condiția p (xp, xq) n avem P(a, xn) l , ѵ , la, S ] SPAȚII METRICE COMPLETE J unde a^ = (x(W), r ,xim>) Din moment ce, evident, P(xp, x^) (pentru r=l, , , n) Dar apoi șirul ( ) converge și în punctul a = (xn , xn) Să demonstrăm acum că un spațiu Hilbert este un spațiu metric complet Dovada este similară cu cea dată tocmai pentru spațiul euclidian, dar în mod firesc, este complicată de unele probleme de convergență Fie ( ) din nou o secvență fundamentală, dar acum într-un spațiu Hilbert, astfel încât ^ = (xT, xT, ••) ( '> Pentru orice i, care ia acum oricare dintre valorile , , , avem șirul fundamental ( ) cu limită ( ) În primul rând, trebuie să dovedim asta a = (xlt x , , xn, ) ( > este un punct din spațiul Hilbert, adică seria xn cxo-n = ditsya Această dovadă se bazează pe inegalitatea Cauchy-Bunyakovsky Sari/" ( > n=l * * l= ' n= adevărat pentru oricare două secvențe de numere reale a r a , an, și blt b , bn, *) / N \ *) Cazul final al acestei inegalități ( în care în loc de există J \ n= n= / s-a dovedit în § cap Să demonstrăm inegalitatea Cauchy-Bunyavsky pentru sume infinite Nera- ( ) este fără îndoială adevărată dacă cel puțin unul dintre cele două rânduri este an, A= A= este divergent, de atunci + oo stă în dreapta Presupune SPAȚII METRICE [CH Să demonstrăm în primul rând că pentru orice e > putem alege m astfel încât pentru m > m avem ( ) Într-adevăr, să luăm tnQ atât de mare încât pentru I > mS m > m& avem p(ae am) oo k Х(х"-хГ) c-flail + m І* І + IM " laJ + IM, ) și scriind pentru ei inegalitatea triunghiulară p(o, c) "Cp(o > a) + p(a, c), obținem |/ (|anI + IM) m avem acum, prin inegalitatea Cauci-Bunyakovsky | ^'(xn-x(tm)')| Y + xG (x " -XG)) \u d x " p p p p din care rezultă convergenţa seriei X P Deci, ( ) este într-adevăr un punct în spațiul Hilbert Rămâne de demonstrat că secvența ( ) converge către aceasta Dar pentru m > m& avem, în virtutea ( ) și a definiției punctului ( ), P(a, am) g(x), atunci evident p(/, g) > ; întrucât, pe de altă parte, p(/, A = , distanța introdusă de noi satisface axioma identității Evident, satisface și axioma simetriei Axioma triunghiului P (/i> /s) A) + p /a) este valabil pentru oricare trei mapări mărginite flt / , f Într-adevăr, oricare ar fi punctul χ e X, avem p(/i(x), M*))+p(M*) > /aMXpI/b ft)+p(/i, / ) De aceea P(/b/ )~ SUP P(fi(x)>/ W) ^P(fi>/z) + P(/ "/ )- heh Astfel, mulțimea tuturor mapărilor mărginite ale spațiului metric X în spațiul metric Y cu cele definite de noi în această mulțime SPAȚII METRICE [CH distanța este spațiu metric; îl notăm cu B(X, Y) În acest caz, secvența * • •" fn* • ♦ • punctele spațiului B(X, Y) converg în B(X, Y) către un punct D dacă și numai dacă mapările [n converg în X uniform către maparea f De aici și din Propunerea § Cap rezultă că mulțimea C(X, Y) a tuturor mapărilor continue mărginite ale spațiului X în Y este închisă în spațiul B(X, Y) Vom considera acum doar spațiul C(X, Y) (cu metrica luată din spațiul B(X, Y)) și vom demonstra următoarea propoziție: Spațiul C(X, Y) al tuturor mapărilor continue mărginite ale unui spațiu metric arbitrar X într-un spațiu metric complet Y este un spațiu metric complet Remarcăm în special două cazuri speciale: Spațiul tuturor mapărilor continue ale oricărui spațiu metric într-un spațiu metric complet mărginit (în special, într-un spațiu compact) este un spațiu complet Spațiul tuturor funcțiilor reale mărginite continue definite în orice spațiu metric este un spațiu complet Să trecem la demonstrarea completității spațiului C(X, Y) în cazul general al oricărui X și al oricărui Y complet Lăsa fi; h* • ••* fn* (S) este o succesiune fundamentală de puncte din spațiul C(X, Y) Deoarece pentru fiecare punct χ e X succesiunea fl( X), h(x), tn(X), este o secvență fundamentală de puncte din spațiul complet Y, apoi converge către un punct din spațiul Y; notează-l prin / (x) Astfel, cartografierea V=f(X) spațiul X în spațiul K Trebuie să dovedim, în primul rând, că maparea / este continuă și mărginită și, prin urmare, este un punct în spațiul , se poate alege un n& astfel încât pentru orice inegalitate p > n&, q > n& ne și toate χ e X, ceea ce demonstrează convergența uniformă a șirului de mapări ( ) § ] COMPLETAREA SPAȚIULUI METRIC § Completarea unui spatiu metric Am dat ca exemplu de spațiu metric incomplet spațiul tuturor punctelor raționale ale dreptei reale Acest spațiu este un subset dens peste tot al spațiului complet, și anume întreaga linie reală Vom arăta acum că acesta este întotdeauna cazul: există Teorema *) Orice spațiu metric X este un subset dens peste tot al unui spațiu complet Mai mult, spațiul complet X este definit în mod unic până la o mapare izometrică**) care lasă toate punctele mulțimii X e X *** fixe și este cel mai mic spațiu metric complet care conține X (adică orice spațiu metric complet X', conţinând X, conţine mulţimea X" > X izometrică faţă de spaţiul X) Definiția Spațiul X se numește completarea spațiului X Dovada Să introducem mai întâi conceptul de distanță între două secvențe fundamentale x = (xn x , xn, ) ( ) Și Y \u d {Yi, Yi, ■■■ Pachet •••)• ( ) Pentru aceasta observăm că pentru orice m, n avem P Ym) P %n) "I P Yn) "b P ( Yn* Ym)> ІP (xm, ym)-(>(xn, yn)\^p(xm, xn) + p(yn, ym) ), de unde rezultă că şirul numeric P (L, Yi), P (x , y ), p (xl, yn), este fundamentală, deci convergentă Vom numi limita ei distanța dintre secvențele fundamentale ( ) și ( ): p(x, z/) = Iim p(xn, yn) ( ) L-> *) Atât această teoremă, cât și demonstrația ei dată aici se datorează lui Hausdorff **) O mapare f a unui spațiu metric X pe un spațiu metric Y se numește izometrică (sau congruentă) dacă păstrează distanțe, adică dacă x"))=p(x't x") ***) Adică, dacă X' este un spațiu metric complet care conține X ca o mulțime densă peste tot, atunci există o mapare izometrică f a spațiului X* pe X care satisface condiția f(x)=x pentru orice punct x e X SPAȚII METRICE (Cap Rezultă din definiția ( ): pentru oricare trei secvențe fundamentale x = {xn}, y = {yn} > =={?n}, inegalitatea triunghiului este valabilă p(x, ?) Într-adevăr, avem p(xn, zj OO Aceasta dovedește că fiecare punct g e X\X este un punct de contact al mulțimii X e X și, prin urmare, X este dens în X Să demonstrăm acum că X este un spațiu complet Lăsa g , , U ( ) este șirul fundamental de puncte din spațiul X Dacă există un snop, luăm în el șirul fundamental {xm} și punctul xn = Xmn în el astfel încât Dacă există un punct în spații, atunci notăm acest punct cu x^ Puncte primite X • • • " Хпі * • • ( ) spaţiile X formează o secvenţă fundamentală care determină în mod unic snop g care îl conţine Sirul ( ) și, prin urmare, șirul ( ), converge către g, ceea ce demonstrează caracterul complet al spațiului X Acum să fie X' un spațiu metric complet care conține spațiul X ca un set dens peste tot Atunci fiecare punct al lui G X' determină în mod unic creionul secvenţelor fundamentale ale spaţiului X care converg către acest punct şi, în consecinţă, punctul g al spaţiului X Diferite puncte ale spaţiului X! corespund cu aceasta SPAȚII METRICE [CH diferite puncte ale spațiului X În virtutea completității spațiului X', fiecare snop al spațiului X constă din secvențe care converg către un anumit punct £'€X', astfel încât corespondența tocmai stabilită este una la unu corespondență între punctele spațiilor X' și X, sub care fiecare un punct din X îi corespunde În plus, este ușor de observat că corespondența rezultată este izometrică În cele din urmă, dacă X' este un spațiu complet care conține X, atunci închiderea mulțimii X în X' este un spațiu complet care conține spațiul X deja ca o mulțime densă peste tot și, prin urmare, izometric față de spațiul X Teorema lui Hausdorff este complet demonstrată Cometariu Luând spațiul numerelor raționale K și construind completarea lui K, s-ar putea numi punctele spațiului R care nu aparțin spațiului R numere iraționale În acest caz, ar trebui introduse următoarele observații și definiții suplimentare Dacă se dă un număr irațional ț și un număr rațional x, atunci, luând în snop £ o secvență fundamentală xlt x , " xPU , ar fi ușor de demonstrat că pentru toți n suficient de mari avem fie xn > x, fie xn x, în al doilea caz £ x'n În primul caz, punem g' , din șirul ( ) se poate alege o subsecvență infinită de diametru Xnk ' • • •' Xnki' ••• diametru O secvență (I) cu această proprietate, evident, nu poate conține nicio subsecvență fundamentală Deci există un loc Teorema Pentru ca un spațiu metric să fie complet mărginit, este necesar și suficient ca din orice succesiune infinită de puncte din acest spațiu să se poată alege o subsecvență fundamentală Observația Cu ajutorul teoremei este ușor de demonstrat compactitatea cărămizii Hilbert Q (§ Cap ) Deoarece Q, este ușor de văzut, este o mulțime închisă într-un spațiu Hilbert și, prin urmare, este un spațiu complet, este suficient să se demonstreze că Q are proprietatea mărginirii complete, adică, pentru fiecare > , conține o -net Să fie dat > Să luăm n atât de mare încât ~ ^ r [MX[(/]]L A U = m A U ( ) Partea dreaptă este în mod evident cuprinsă în partea stângă Dar orice punct al părții stângi, fiind membru al lui U, înseamnă că punctul de contact al mulțimii A \[(/], care aparține cu atât mai mult lui M, este conținut în partea dreaptă, care demonstrează identitatea ( } Deoarece A \[C/] și U sunt mulțimi deschise disjunse în M, atunci A Y = A; prin urmare (în virtutea ( ) și ( )), trebuia dovedit Acum setăm Xo = X, r = r și presupunem că mulțimile închise în X sunt construite pentru toate numerele ordinale t mai mici decât numărul ordinal dat a Dacă a este de primul fel, a = a' + , atunci, notând mulțimea tuturor punctelor de compactitate locală a spațiului Xa, prin Γ deschis în Xa, punem Dacă a este de al doilea fel, atunci punem Astfel, parcurgând toate numerele ordinale a !, obținem un sistem complet ordonat de mulțimi închise descrescătoare Xa; mulțimea Xa se numește restul de ordinul a al spațiului X În virtutea teoremei Baer-Hausdorff (Teorema , § , Cap ), există un prim număr ordinal p eu I-> Fie reductibil M Atunci avem L = L =>Mі =) =) MaZ) Z)Mn=A, ) ? ( ) a a x a+i (unde Г este mulțimea tuturor punctelor de compactitate locală ale mulțimii Ma) și M=Ura ( ) a Fa+ E[L a+ ] ( ) Compactele Qa+ sunt definite pentru toate numerele ordinale de forma III Lăsa E •=> N, atunci N este simultan Fo și G& în E, Într-adevăr, prin presupunerea = unde &n sunt închise, p p și Gn sunt deschise în X Din moment ce Nț^E, atunci tf= enw = f)(£nGn) = U(£nGn) p p de unde rezultă că N este G& și Fa în E Să revenim la considerarea ultimului rest A p al mulțimii M și să presupunem că Mp A Deoarece Mp este închis în A și M este FQ și G^ în Φ, atunci după Lema mulțimea Mp este simultan Fo și G^ în Φ Setam B \u d [R r] \ Dl (dacă nu se specifică altfel, închiderea este luată peste tot în Φ în această dovadă) Se sustine ca Mp )U • • •• de unde rezultă că clasa mulţimii A/ este a Teorema Pentru ca un spatiu metric cu o baza numarabila sa fie reductibil, este necesar si suficient ca fiecare multime nevida inchisa in X sa aiba cel putin un punct de compactitate locala Condiția este necesară Într-adevăr, fie X reductibil și A o mulțime nevidă închisă în X Să considerăm un sistem ordonat gol al tuturor reziduurilor Xa, a e Cp, ale spațiului X Deoarece Q Xa = A, pentru orice a M, constând din puncte •^ " * t Xn, • • • , si stabilind Φn=[A P], Mn={xn, xn+ , }, obtinem o succesiune descrescatoare de multimi inchise Φn cu gol intersecție Într-adevăr, dacă ar exista un punct x ⊂ Q Φn, n = atunci orice vecinătate a punctului x s-ar intersecta cu toate mulțimile Mn și, în consecință, ar conține un număr infinit de puncte ale mulțimii A = {x , }, adică x ar fi limita punctul multimii L este o contradictie Deci, proprietatea de compactitate (proprietatea a) este echivalentă cu proprietatea b) Să demonstrăm acum că proprietățile b) și c) sunt echivalente Fie ca proprietatea b) să fie satisfăcută Luați în considerare o acoperire S a spațiului X, constând dintr-un număr numărabil *) În această nomenclatură, proprietatea a) se numește în mod convenabil proprietatea compactității în sine COMPACT ȘI METRIZARE [CH seturi deschise Du-te, Gn , G", ( ) Punem Г" = Go U • UG", Ф" = X\Г" Atunci avem o succesiune numărabilă de mulțimi închise descrescătoare Φn cu intersecție goală Prin urmare, printre mulțimile Φn există și altele goale Fie FOT = A Atunci Tm = G U • • • UG^=X și {Go, ,G>J este subsistemul necesar al sistemului ( ) Dimpotrivă, proprietatea b) nu este valabilă, astfel încât o secvență (I) de mulțimi închise nevide să aibă o intersecție goală Apoi, stabilind Gn = X\Φn, vedem că sistemul ( ) acoperă spațiul X Dacă este dat un subsistem finit {Gnt, , Gns\ al sistemului ( ) și = Fa => ( > spațiul X are o intersecție nevide Dovada Numim orice sistem de mulțimi centrat dacă orice număr finit de mulțimi este § ] SPAȚII COMPACTE > care sunt elemente ale acestui sistem are o intersecție nevide Introducând această definiție și amintindu-ne că mulțimile deschise și închise ale spațiului X sunt complementare reciproc și că complementul la suma mulțimilor este intersecția complementelor acestor mulțimi, iar complementul la intersecția mulțimilor este suma complementelor la aceste mulțimi, putem observa cu ușurință că proprietatea (B) (adică proprietatea de compactitate a spațiului X) este echivalentă cu următoarea proprietate: Proprietatea (B') Fiecare sistem centrat de mulțimi închise din spațiul X are o intersecție nevide Prin urmare, este suficient să demonstrăm că (A) - (B) - (C'), (C) - (A) (unde săgeata înseamnă urmărire logică) (A)->(B) Să fie dat un sistem complet ordonat de mulțimi închise nevide ( ) Dacă toate elementele sistemului ( )r, începând de la un Φ, coincid între ele, atunci intersecția tuturor elementelor sistemului ( ) este egală cu acest Φ și, prin urmare, este nevidă Dacă în sistemul ( ) fiecare Ф este urmat de Фр#=Ф, atunci din ( ) se distinge cu ușurință un subsistem cofinal format din mulțimi distincte în perechi Presupunând că această tranziție la subsistemul cofinal a fost deja finalizată, putem presupune că toate FA din ( ) sunt diferite unele de altele Sub această ipoteză, putem evidenția din nou un subsistem al sistemului ( ) la care întregul sistem ar fi cofinal și care ar avea cel mai mic tip de comandă posibil Înlocuind întregul sistem cu un astfel de subsistem, putem presupune că sistemul ( ) nu este cofinal cu niciun subsistem al cărui tip ordinal ar fi mai mic decât tipul ordinal al întregului sistem ( ) Dar atunci tipul ordinal al sistemului ( ) este numărul ordinal inițial (chiar regulat) de celule Astfel, putem presupune că sistemul ( ) este de tip ordin (din și este format din mulțimi distincte în perechi Să luăm acum fiecare dintre mulțimile α \ α + în punctul xa Mulțimea M a tuturor punctele xa pe care le-am selectat are cardinalitate Fie g un punct de acumulare completă a mulțimii M Punctul £ este inclus în intersecția tuturor Φ, deoarece dacă nu ar fi conținut, de exemplu, în mulțimea Φp, atunci X \Φp ar fi o vecinătate* a punctului g, care conține numai acele puncte xa pentru care a (C') Presupunând că (B) este adevărată, conducem la o contradicție în ipoteza că (C') este falsă Să fie cel mai mic număr cardinal (evident infinit) pentru care există un sistem centrat S de cardinalitate Ax format din COMPACT ȘI METRIZARE [CH din mulţimi închise cu intersecţie goală Să reprezentăm sistemul S ca un sistem complet ordonat de tip fagure: = L ••• Lx, -b a a conține un subacoperire al lui X de cardinalitate a Condiția de compactitate inițială este echivalentă cu condițiile (Aa) și (B^), analogă cu condițiile (A) și (B) de bicompacitate § ] SPAȚII COMPACTE Pentru compactitatea finală, o astfel de echivalență, în general, nu este valabilă (vezi Mișcenko [ ]) Spațiile bicompacte sunt atât inițial compacte până la orice cardinalitate, cât și în cele din urmă compacte începând de la orice cardinalitate (de unde și termenul "bicompacte") Observația Spațiul W ( x, este cel mult o mulțime numărabilă și, prin urmare, nicio mulțime nenumărabilă nu are puncte complete de acumulare în spațiu W( = {G} al spațiului X, există un număr finit de elemente Glt Gs a căror unire este peste tot densă în X Condiția (A) este suficientă Să se facă; să presupunem că X are o extensie de un punct X = XU g Să arătăm că X este închis în X Deoarece X este un spațiu Hausdorff, pentru fiecare punct χ e X există un Ox de vecinătate a cărui închidere în X nu conține punctul g, astfel încât închiderea [Ox] în X și în X este la fel În virtutea condiției (A) fiind satisfăcută de ipoteza, un număr finit al acestor Ox, să punem xx, xs, are o uniune care este peste tot densă în X, astfel încât mulțimea [OxJ UU [ x ] închisă în X coincide cu X, care trebuia demonstrat Condiția (A) este necesară Presupunem contrariul, adică că există o acoperire infinită deschisă co = {G} a spațiului X astfel încât fiecare subfamilie finită Gx, Gs a familiei co are o uniune care nu este peste tot densă în X, adică U [G ,] # =X Z= - Acum construim spațiul X completând spațiul X cu un singur punct g și declarând că toate mulțimile deschise ale spațiului X și toate mulțimile formei s sunt baze deschise în X R}ux\ULG/L unde Gx, Gs este o mulțime finită arbitrară seturi de acoperire cu Spațiul rezultat X este Hausdorff (este suficient de observat că pentru orice punct χ e X și pentru un punct g obținem vecinătăți disjunse Ox și Og în X, luând ca Ox o mulțime deschisă G^co care conține punctul x și punând Oe = X\ [G]) În același timp, punctul g din X este în mod evident un punct limită pentru X, prin urmare, X nu este închis în X - o contradicție cu λ-închiderea spațiului X Se demonstrează teorema Condiția (A), care caracterizează //-închiderea, este în mod evident o slăbire a condiției de compactitate, astfel încât fiecare spațiu compact este //-spațiu închis Astfel, împreună cu teorema , am demonstrat și teorema Știm că fiecare spațiu compact este un spațiu //-închis obișnuit (și chiar normal) Să demonstrăm afirmația inversă: fiecare spațiu H-închis regulat X este compact Fie ω = {G} o acoperire deschisă arbitrară a spațiului X Și SPAȚII COMPACTE mulțime G e co și o mulțime deschisă Γ (care există datorită regularității spațiului X) astfel încât x ∈ Γ [Γ] s G Din acoperirea {Γ} obținută, scoatem în evidență, conform condiției (A) , o subfamilie finită {Γx, І\ } cu unire densă peste tot Atunci multimile [TJ, [I\] si, cu atat mai mult, multimile Gx, , Gs din ω care le contin, respectiv, formeaza o acoperire finita a spatiului X Astfel, am demonstrat Teorema Bicompacta nu sunt altceva decât spații H-închise obișnuite Iată un alt criteriu de bicompacitate, care pare a fi cea mai firească generalizare a teoremei elementare de analiză matematică "pe segmente imbricate": Teorema Un spațiu regulat este bicompact dacă și numai dacă orice sistem m] = {Ax} de mulțimi pa nevide direcționate prin includerea în el are o intersecție nevide Să dăm o demonstrație elementară a teoremei Deoarece bicompacta sunt identice cu spațiile obișnuite H-închise, este suficient să demonstrăm Propoziția Un spațiu Hausdorff în care toate sistemele H au o intersecție nevidă este întotdeauna H-închis Demonstrăm această propunere Fie spațiul Hausdorff X să nu fie R-închis; să arătăm că acesta conține un sistem H £ = {AX} cu intersecție goală Deoarece spațiul X nu este H-închis, se poate atașa acestuia un punct z* în așa fel încât spațiul X = Xllz* să fie Hausdorff și punctul * din el să nu fie izolat Fie {&z*} un sistem de toate vecinătățile punctului r* din spațiul X Acest sistem este direcționat prin includere, iar punctul r* nu este izolat în spațiul X = XII z*; în consecință, mulțimile Xx=xr|Oxr* deschise în X sunt nevide și formează, de asemenea, un sistem direcționat prin includere; punând Ax = [Xx]x, obținem sistemul H £ = {Ax} în spațiul X Este suficient să dovedim că intersecția Q este goală În caz contrar, lasă și fie Ox orice vecinătate a punctului x în spațiul X; atunci Ox nH% #=A pentru orice H^-altfel ar fi de asemenea *) Sistemul multimilor r| este îndreptată cu privire la incluziune dacă, împreună cu oricare două elemente A, A'£m| îl conține pe al treilea situat în intersecția lor: COMPACT ȘI METRIZARE |CH Ox a punctului x și orice vecinătate Oz* a punctului r* din X, iar acest lucru contrazice faptul că X este un spațiu Hausdorff Propoziția și, prin urmare, Teorema , este demonstrată Să aplicăm acum conceptul de //-închidere pentru a obține un criteriu abia următor pentru bicompacitatea spațiilor ordonate: Teorema Un spațiu ordonat X este compact dacă și numai dacă nu are goluri Dovada Dacă X are lacune, atunci conform teoremei din § Ch spațiul X este încorporat ca o mulțime densă peste tot în spațiul ordonat X, unde punctele mulțimii X\X sunt toate golurile mulțimii X Prin urmare, spațiul X nu este //-închis și, prin urmare, nu bicompact Să presupunem acum, invers, că spațiul X nu este compact Apoi, există o secvență descrescătoare bine ordonată {Fa\ de mulțimi închise nevide Fa cu intersecție goală Notăm cu A mulțimea tuturor punctelor χ e X, pentru fiecare dintre care există o mulțime Fa astfel încât x > y pentru orice punct y > Fa Apoi perechea (A, X\A) definește un decalaj De fapt, dacă x e A și x' -> x, atunci x' e A Prin urmare, perechea (A, X\A) este o secțiune Să presupunem mai întâi că clasa superioară X\A are cel mai mic element a Să nu aparțină unor Legi Există o vecinătate de interval (&; c) a punctului a care nu intersectează Fa Punctul b aparține lui A, deci se află în stânga unei mulțimi Fa' - În plus, există o vecinătate de interval (d; e} a punctului b care nu intersectează F&- Fie a" = max {a, a'} Atunci vecinătatea intervalului ( d; c) punctul a nu se intersectează cu Fa"- Prin urmare, punctul a se află la stânga mulțimii Fa", adică a C L Această contradicție dovedește absența un element minim în clasa superioară Să presupunem acum că clasa inferioară A are un element maxim a Apoi punctul a se află la stânga unui set Fa Deoarece mulțimea Fa este închisă, există o vecinătate de interval (&; c) a punctului a care nu intersectează Fa Mai mult, intervalul (a; c) este gol și, în consecință, punctul c este un element minim în clasa superioară (X\A), ceea ce contrazice deja dovedit Teorema este demonstrată § Mapări continue ale spaţiilor compacte Dacă f este o mapare continuă a unui spațiu topologic compact X pe un spațiu topologic Y, atunci spațiul Y este compact Pentru a demonstra acest lucru, luăm o acoperire deschisă coy = {G} din spațiul Y și notăm § ] HARTĂRI ALE SPAȚILOR COMPACTE definim prin cox acoperirea spatiului X, care consta din preimagini f~' G ale elementelor coy de acoperire Deoarece cox este o acoperire deschisă a unui spațiu compact X, conține o acoperire finită f' Gv f~rGs a acestui spațiu Apoi , G$ este o acoperire finită a spațiului Y conținut în capacul deschis (dată arbitrar) (y al acestui spațiu Se dovedește bicompacitatea spațiului Y Deducem din ceea ce tocmai s-a dovedit Propunerea (Weierstrass) Orice funcție reală f definită pe un spațiu compact X este mărginită și își ia valorile maxime și minime în anumite puncte ale spațiului X Într-adevăr, dacă f este o funcție reală continuă pe un spațiu bicompact X, atunci fX este un subspațiu bicompact al dreptei reale, adică o mulțime închisă mărginită de numere reale care conține (datorită închiderii sale) atât limita sa superioară M, cât și cea inferioară fata legata m Daca x £/ A , x ^f~ m, atunci in punctele x , ale spatiului X functia f ia valoarea sa maxima M, respectiv valoarea sa minima m Propozitia Orice mapare continua f a unui spatiu topologic compact X intr-un spatiu Hausdorff Y este inchisa Fie X un spațiu compact și fie A închis în X; trebuie să demonstrăm că B - fA este închis în Y Aceasta rezultă din faptul că A, fiind închis într-un spațiu compact X, este el însuși un spațiu compact; prin urmare, B este un subspațiu compact al spațiului Hausdorff Y și, prin urmare, prin Teorema , este închis în Y, ceea ce trebuia demonstrat În legătură cu ultima afirmație, introducem următoarele Definiția O mapare continuă f a unui spațiu topologic X într-un spațiu topologic Y se numește perfectă dacă este închisă și pentru orice punct y > Y preimaginea sa este bicompactă Pentru orice mapare continuă f: X -* Y într-un spațiu Y de \, imaginea inversă a oricărui punct f~ry este închisă în X Prin urmare, Lema la Teorema și Propoziția implică Propozitia Orice mapare continua f a unui spatiu compact X intr-un spatiu Hausdorff Y este perfecta Din Propunerea și Propunerea din § Cap urmează următoarele Propoziția Orice mapare continuă uni-la-unu și unidirecțională a unui spațiu bicompact X pe un spațiu Hausdorff Y este un homeomorfism COMPACT ȘI METRIZARE [CH & În cadrul mapărilor continue, greutatea unui spațiu topologic poate crește Să ilustrăm acest lucru cu următorul exemplu Ca spațiu X luăm linia reală Ca spațiu Y luăm spațiul coeficient al spațiului X (vezi Secțiunea , Capitolul ) față de partiția lui EL, singurul element netrivial al căruia este mulțimea Z a tuturor numerelor întregi În sfârșit, pentru harta f: X-+Y luăm proiecția naturală a spațiului X pe spațiul coeficient Y Harta f este coeficient și, prin urmare, continuă (vezi Secțiunea , Capitolul ) Spațiul X are o bază numărabilă Să arătăm că spațiul Y nu numai că nu are bază numărabilă, dar nici măcar nu satisface prima axiomă a numărabilității în punctul £, care este imaginea mulțimii Z sub maparea f Să presupunem că punctul £ are o bază numărabilă de vecinătăți ( , } Pentru fiecare număr întreg k, fixăm un interval Vk al dreptei reale astfel încât ) k^vk, ) lungimea Vb nu depășește / , ) se află capetele intervalului Vk + Să setăm acum V = (J Vk Deschideți pe linia reală - CO setul V are proprietatea că V=/ /V Prin urmare, prin definiția unei mapări de factori, mulțimea fV este deschisă În virtutea proprietății ) avem și în virtutea proprietăților ) și ) avem În același timp există Teorema Dacă un spațiu Hausdorff Y este imaginea unui spațiu compact X sub o hartă continuă f, atunci wY^ wX Teorema și a doua teoremă de metrizare a lui Urysohn implică următoarea afirmație: Teorema I Un spațiu Hausdorff care este o imagine continuă a unui compact este el însuși un compact Demonstrarea teoremei În spațiul X fixăm o bază {Vа: cardinalități wX Notă prin T multimea tuturor submultimii finite ale multimii A Din Teorema , § , Cap rezulta ca cardinalitatea multimii T este egala cu cardinalitatea multimii A*) aez f este închis, deci mulțimea Ut este deschisă Să arătăm asta *) Presupunem că wX /f Dacă ponderea spațiului X este finită, atunci afirmația teoremei este evidentă § J colecția țUt: t£T} formează baza spațiului Y Fie Oy o vecinătate a unui punct arbitrar Pentru orice punct xțf-iy fixăm un element Va(x) al bazei care conține x și conținut în f-'Oy În virtutea continuității mapării f, mulțimea [~ y este închisă și, prin urmare, bicompactă Prin urmare, din acoperirea {Vа : x С I~*y} a acestui set, se poate evidenția o subcopertă finită VаD Să arătăm că y £ Ut există o funcție g € C astfel încât |f(x) - g(x)| Problema este de a găsi o funcție astfel încât \f(x)-g(x)| este egală cu unele g*v(O>f(O- e înseamnă, cu atât mai mult pentru t > Wy În plus, deoarece (tot timpul pentru un fix y > X) mulțimile UXiYx{ acoperă tot X, atunci deci, pentru fiecare punct y £ X am construit funcția gy £ și vecinătatea Wy în așa fel încât gy (/) A; - , esența cunoscutului-l \u d nye us din § gl segmente de rangurile , , , , n, ' care conțin punctul x e Π și sunt astfel determinate în mod unic Astfel, punctele mulţimii Cantor sunt în corespondenţă unu-la-unu cu secvenţele i'i, * " •••,*"> •••> unde fiecare este egal cu sau , adică cu puncte ale produsului P = ȚPW Ca bază a spațiului ȚȚf>w, putem lua o colecție de mulțimi deschise elementare de forma l , unde l este format din toate punctele y = (j\, ]n, )С ȚO", Pentru care ji = iu jn = i" Dar aceste puncte y corespund punctelor mulțimilor П П i , iar aceste din urmă mulțimi formează evident baza mulțimii П considerată ca subspațiu al dreptei reale Dacă pe segmentul inițial Do luăm nu două segmente Doo, Doi separate între ele printr-un interval de , ci orice număr k de astfel de segmente și repetă acest proces, trecând de la rangul n la rang, așa cum am făcut când am construit Cantor mulțime, apoi obținem din nou o mulțime perfectă densă nicăieri Π(k), adică o mulțime care este homeomorfă și chiar similară (ca o mulțime ordonată) cu mulțimea Cantor Π, iar punctele mulțimii Π(&) vor fi în corespondență unu-la-unu cu punctele produsului JJ Dn, unde Dn este acum un spațiu format din k puncte izolate Dacă numărul de segmente D^l de rang n^I, pe care le luăm pe fiecare segment D, ♦ de rang n - , nu mai este constant, ci depinde de * * n - n este numărul snt, apoi prin același raționament ca mai sus, ajungem la homeo ♦) În spațiul X, mulțimile O(uar, tUas) formează evident o bază COMPACT ȘI METRIZARE [CH un morfism între discontinuul Cantor Π și produsul topologic P - țj Dn al unui număr numărabil de spații Dn, fiecare dintre ele format dintr-un număr finit (arbitrar) sn de puncte izolate Aproape la fel de ușoară este și dovada că cărămida Hilbert Q este produsul topologic al unui număr numărabil de segmente drepte Într-adevăr, considerăm produsul topologic al segmentelor Xn, i = , , ,, Deoarece produsul topologic este definit în termeni pur topologici, putem lua segmentul ^ pentru Xn; co numeric Drept În această ipoteză, spațiul X = Xn și cărămida Hilbert n = sunt formate din aceleași puncte x=(Xi, x , xn, ), Rămâne de demonstrat că harta identităţii X pe Q este topologică Deoarece Q este compact, este suficient să verificăm la rândul său că maparea identităţii lui X pe Q este continuă, adică (a) indiferent de punctul k şi r > , se poate găsi o astfel de vecinătate a lui x în spaţiul X astfel încât pentru toate punctele x' din această vecinătate avem p(x, x') > în Q Dovada afirmației (a) Pentru un e dat, printr-un produs simplu de mapări și se scrie: Produsul cartografiilor Să fie dat un sistem de mapări Ia- Xa -> Y a de spații topologice Xa în spații topologice Va > a € Maparea f a produsului topologic X=PXx în produsul topologic Y=Ua, care introduce se numește J=IIfa ae Propunerea Produsul simplu C/a este continuu Celelalte hărți fa sunt continue Dovada Este suficient să arătăm că pre-imaginea f a oricărui set elementar deschis = (Uatt • • • Ua)*=U = P este deschisă Dar prin verificarea directa a s' ae § ] PRODUSUL ȘI TEOREME LUI TIKHONOV suntem convinși că această pre-imagine f~rO va fi ea însăși un set elementar deschis * g aea și trebuia dovedit Să fie dat acum un sistem de mapări fa: X -"-¥a, a £ , a unui spațiu topologic X în spații topologice Ya Atunci maparea f: X->-Y = ^ Ya, care asociază punctul x cu punctul fx~ {fax} £¥, se numește produsul diagonal al mapărilor fa Să luăm acum, pentru fiecare a C , o instanță Xa a spațiului X și să considerăm harta i: X -* X Xa, care asociază punctul x cu punctul i (x) € P Xa, toate coordonatele ae care se potrivesc cu x Cartografierea i: X-*CHa continuu ae și este chiar o încorporare a spațiului X în produsul D Xa Produsul diagonal f al mapărilor fa la reprezentarea a Se exprimă ca o compoziție a înglobării i și a produsului simplu al mapărilor fa: X = Xa->Ya Prin urmare, Propunerea implică Propunerea Produsul diagonal al mapărilor continue este continuu Teorema (prima teoremă a lui Tihonov) Produsul topologic al oricărui sistem de spații compacte este un spațiu compact Să fie dat un sistem centrat S de mulțimi, care sunt submulțimi ale unei mulțimi M Numim un sistem centrat S maxim dacă nu este un subsistem al niciunui sistem centrat de submulțimi, care este o mulțime M, diferită de acesta este ușor de demonstrat că orice sistem centrat, MK fiind centrat, are cel puțin un punct comun, care este punctul comun de contact pentru toate mulțimile date Dimpotrivă, dacă condiția noastră este îndeplinită, atunci, în special, fiecare sistem centrat de mulțimi închise are un punct comun de contact, iar spațiul X este bicompact Să ne întoarcem acum la demonstrarea primei teoreme a lui Tihonov Fie X un produs topologic al spațiilor compacte Xa Este necesar să se demonstreze că orice sistem centrat S de mulțimi Mk > X are cel puțin un punct de contact comun Completând, dacă este necesar, acest sistem cu un sistem centrat maxim, putem presupune de la bun început că sistemul centrat S este maxim Notăm cu M\ "proiecția" mulțimii Mk pe Xa, adică mulțimea tuturor punctelor x C Xa care sunt "coordonatele" punctelor x e A x Sistemul tuturor mulțimilor Mx (aici a este constant și X este variabil) este un sistem centrat în spațiul Xa Deoarece Xa este compact, mulțimea Μ are cel puțin un punct comun de contact x £ Xa Să demonstrăm că punctul x = {xa}£X este punctul comun de contact pentru toate Mk Pentru aceasta* este necesar să arătăm că orice vecinătate elementară a punctului x intersectează orice Mk O vecinătate elementară arbitrară a punctului x se obține prin fixarea unui număr finit de indici , ca și alegerea vecinătăților ia punctele xa, în xa/ pentru i= , , s Dar pentru vecinătăți "cu un singur indice", adică acelea în a căror definiție este fix un singur indice ax = a, afirmația noastră decurge direct din faptul că fiecare vecinătate Ua a punctului xa din Xa se intersectează cu orice Ma Mai mult, deoarece fiecare vecinătate cu un singur indice, vecinătatea se intersectează cu toate M\, iar sistemul tuturor Mk este un sistem centrat maxim, atunci fiecare vecinătate cu un singur indice aparține în mod necesar sistemului S; într-adevăr, după ce am completat un sistem centrat de mulțimi cu orice set, *) Dacă x = este un punct al produsului topologic X = JJXa, atunci fiecare xa se numește coordonata punctului x USD] PRODUSUL ŞI TEOREME LUI TIKHONOV intersectându-se cu toate elementele acestui sistem centrat, noi, după cum este ușor de văzut, obținem din nou un sistem centrat Mai mult, din observația tocmai făcută rezultă că intersecția oricărui număr finit de elemente ale unui sistem centrat maxim S este din nou un element al sistemului S Deoarece fiecare vecinătate elementară a unui punct arbitrar din spațiul X este intersecția unui sistem finit număr de vecinătăți cu un singur indice, sistemul S, care conține, după cum am văzut că printre elementele sale, toate vecinătățile cu un singur indice ale punctului x conțin în mod necesar toate vecinătățile punctului x, din care rezultă că orice vecinătate a punctului x (fiind un element al sistemului S = (LI }) se intersectează cu orice mulțime decât prima teoremă a lui Tihonov și a demonstrat Deoarece produsul spațiilor Hausdorff este un spațiu Hausdorff, din ceea ce s-a dovedit rezultă că Consecinţă Produsul oricărui sistem de seturi compacte este un set compact Este ușor de demonstrat că produsul unui număr cardinal de spații, fiecare având o pondere, este un spațiu de greutate m Într-adevăr, în fiecare dintre spațiile date Xa luăm o bază S a de cardinalitate ^m Vom obține baza a spațiului X = TsXa dacă, la determinarea elementului a mulţimi deschise O(uOi, ne referim la elementele bazei a Pentru fiecare combinaţie dată de indici , egală cu în punctul x și pe F Considerând această funcție doar pe A, vedem că punctul x și mulțimea Φ sunt separate funcțional în A Din aceasta* remarca, din faptul ca fiecare spatiu bicompact, fiind un spatiu normal, este cu atat mai mult cu totul regulat, si din a doua teoremă Tihonov implică Teorema Clasa spațiilor complet regulate coincide cu clasa mulțimilor situate în spații compacte, iar clasa spațiilor complet regulate de greutate m coincide cu clasa submulților cărămizii Tihonov de greutate m În plus, deoarece bicompacta sunt normale și fiecare set* situat într-un spațiu normal este complet regulat prin ceea ce tocmai s-a dovedit*, putem spune și asta: Teorema ' Spațiile complet regulate nu sunt altceva decât seturi situate în spații normale Există, de asemenea, următoarea propunere: Teorema Clasa de bicompacta poate fi definită ca fiecare dintre următoarele clase: clasa spațiilor complet regulate închise în orice spațiu Hausdorff ambiental (sau complet regulat sau normal)*, *) Nu toate bicompactele sunt imagini continue ale întregului DT (vezi* § din acest capitol) **) De exemplu, un spațiu format din m puncte izolate § ] PRODUSUL ŞI TEOREME LUI TIKHONOV clasa de spații normale închise în orice spațiu Hausdorff ambiental (sau complet regulat, sau normal) Această afirmație decurge din faptul că fiecare spațiu compact este un spațiu normal (deci, complet regulat), închis în fiecare spațiu Hausdorff (și, prin urmare, cu atât mai mult în fiecare spațiu complet regulat și în fiecare normal) și că un non-bicompact , spațiu complet regulat, fiind mapat topologic într-o cărămidă Tikhonov (care este un normal, deci complet regulat, deci un spațiu Hausdorff), dă acolo o mulțime neînchisă*) Ne întoarcem la demonstrarea celei de-a doua teoreme a lui Tihonov Fie X un spațiu complet regulat Luați în considerare o mulțime de funcții f care sunt continue în X și satisfac inegalitatea (x) > Orice astfel de mulțime se numește o mulțime care împarte spațiul X dacă pentru orice punct x și orice vecinătate Ox() a acestui punct este posibil să se găsească o funcție /€B astfel încât /(xo) = și f(x)= l pentru toate xțX\ OxQ Există seturi de dezmembrare de funcții: astfel, de exemplu, este mulțimea tuturor funcțiilor continue în X care îndeplinesc condiția f (x) A doua teoremă a lui Tihonov va fi demonstrată, dacă demonstrăm următoarele două propoziții: A) Dacă un spațiu X complet regulat are greutatea m, atunci există un set de partiționare de funcții de cardinalitate ^m B) Dacă într-un spațiu complet regulat există un set separator de funcții de cardinalitate m', atunci există și o mapare topologică ~ (y) = x Pentru o vecinătate arbitrară Ox a punctului x din X, este necesar să se aleagă o astfel de vecinătate Oy în Ix' astfel încât φ (Oy ∩ Y) și puncte arbitrare ax, , din intervalul [ ; I] în final; atunci vecinătatea O(ax, as, c) a punctului x definit de aceste date constă din toate funcțiile x=x(a) care îndeplinesc condițiile |x (a;) - x(az)| inegalitățile I ("o) ("o) I ((r)) pentru toate &= , , , Datorită compactității spațiului Ie, mulțimea ( ) are un punct limită x', și din definiția topologiei spațiului Ie rezultă că în ( ) există o funcție xmk astfel încât |x'(a ) - xtk(a )| • • • " Xn ( ) fie o astfel de secvență și lăsați-o să convergă pe segmentul O^a^I către funcția x Atunci x e Φ Fie Ox o vecinătate arbitrară a punctului x în raport cu Φ și xn ∈ Ox Luăm o vecinătate O a punctului x în raport cu Φ astfel încât [O ] φ GOL Într-adevăr, avem (X\OL) P F = (X\O L) P (X\O' A) = A P (X\O'L) = L Astfel, A [O'A] cfc A Deoarece A^Z, O'A £Z, F £Z, O A £, atunci (A, O'A)C , (F, A) £ Lema este demonstrată Lema Fie A și B mulțimi închise arbitrare disjunctive ale spațiului X Atunci dacă pentru mulțime S ] CARACTERISTICI ALE SPAȚILOR TIKHONOV Dacă există un sistem de vecinătăți {Tr} enumerate prin toate numerele raționale diadice r (O^r^I), astfel încât r = X\B și din r Să construim pentru fiecare punct χ e X o secțiune (Ax, Bx) din mulțimea tuturor numerelor reale: și anume, atribuim numărul t clasei inferioare Ax dacă x nu este conținut în T și clasei superioare Bx dacă xțrt Această secțiune determină numărul real mx și, evident, Cu alte cuvinte, determină funcția fQy r (x) = xx se împarte în întreg spațiul X, care m separă mulțimile A și B Cometariu Este ușor de observat că condiția acestei leme este nu numai suficientă, ci și necesară pentru separabilitatea funcțională a mulțimilor A și B Lema Fie (F, OF)gS, unde S este un sistem dens în spațiul X Atunci F și X\OF sunt separabile funcțional Dovada repetă din nou demonstrația lemei lui Uryson Punem OF - V În virtutea densității sistemului , există o vecinătate a lui r și o mulțime închisă o astfel încât "în plus (L G ) EUR, ( ) (Pho, Gx) € ( ) Din ( ) rezultă că există o vecinătate Γ > r și o mulțime Φ / astfel încât Ph £ Гх/ [Г / ] Ф / Gr Continuând să raționăm prin inducție, construim pentru toate numerele raționale diadice r - (O^r^I) mulțimi închise Φ p și deschise Γ p astfel încât ■rg "rg F p £ \u d G ar + i - GG R + i - F RCH- S Gr + " " " + [ A + ] " + * COMPACT ȘI METRIZARE [Ch £ Astfel, pentru mulțimile închise A = F, B = X\OF am construit un sistem de vecinătăți Γr care satisface condițiile Lemei , astfel încât F și X\OF sunt separabile funcțional Acum demonstrăm pe scurt a doua parte a teoremei lui Zaitsev (suficiența condiției conținute în ea) Fie Z = {A} baza normală a spațiului X; atunci prin Lema = {(D, OD)} este un sistem dens Fie alese arbitrar punctul x și mulțimea închisă F care nu conține acest punct Deoarece Z={A} este o bază închisă, există un element astfel încât x(£Af, F^Af Să considerăm o vecinătate a punctului x: Ox = X\AF Deoarece Z = {A} este o rețea, există un element AX e Z astfel încât x e Ax b'X a unei extensii bicompacte bx a unui spațiu X într-o extensie compactă b'X a aceluiași spațiu X se spune că este naturală dacă fx - x pentru orice punct x ⊂ X unde la: Z ->Za, ca întotdeauna, este o proiecție Dacă spațiul X este identificat cu ajutorul homeomorfismului φ cu mulțimea φX /a, atunci funcția este identificată cu maparea ae si laf • X = fX >Zao Afişa paf "px S [phX] -> Za va fi în mod evident extensia dorită / a mapării f Arătăm acum că aserția ° rezultă din aserția Ie Să considerăm mai întâi cazul trivial când greutatea unei mulțimi bicompacte este finită Atunci mulțimea compactă B în sine este finită și poate fi considerată ca o submulțime a intervalului Z = [ ; ] După afișarea stării F: X-+B ia Produsul diagonal φ: bX -> Z* al hărților fa este continuu (vezi Propoziția din § ); Mai mult, dacă x C X, atunci FX = {fax} = {/ax} {lafx} = FX, § ] EXPANSIUNE BI-COMPACTA MAXIMA astfel încât pe X maparea Y spațiul topologic X într-un spațiu Hausdorff Y coincid pe o mulțime densă peste tot Xx în X, apoi coincid pe întreg spațiul X Dovada Să presupunem că există un punct x în X astfel încât Z / l \u d f Lo \u d f ^ * Să luăm vecinătățile care nu se intersectează r și ale punctelor y și respectiv y În virtutea continuității hărților u/ , trebuie să existe o vecinătate V a punctului x astfel încât f-Y x și f V > Deoarece mulțimea X' este peste tot densă în X, mulțimea V' = V ∩ Xx nu este gol Deoarece f V' > O , atunci ^'P/ U'=L Dar din moment ce mapările și f coincid pe X, atunci Nu' = Nu'^L Contradicția rezultată demonstrează lema Din lema rezultă că maparea naturală f: bX -> b'X este definită în mod unic (prin maparea identităţii X -> X) Deducem acum din Aserția ° existența unui homeomorfism natural al extensiilor bX și pX Notăm cu h maparea naturală a lui LX pe PX (care există în virtutea condiției °) Deoarece PX satisface condiția de °, există o mapare naturală dx: pX - bx Suprapunerea h'h: bX -> bX este o mapare naturală, deci maparea h'h pe o mulțime X densă peste tot în bX coincide cu maparea identității unui spațiu bicompact în bX GBP COMPACT ȘI METRIZARE [CH Din Lema rezultă că maparea h'h coincide, în general, cu maparea identității spațiului bicompact LX Prin urmare, maparea h este unu-la-unu Deoarece harta naturală este o hartă "pe" și este continuă, iar bX este compactă, rezultă că h este un homeomorfism natural în bX pe pX Teorema este demonstrată În mulțimea tuturor extensiilor bicompacte ale unui spațiu complet regulat X, se poate introduce o ordine parțială, presupunând că bX > b'X, dacă există o mapare naturală bX pe bxX Din teorema rezultă că extensia Stone-Cech pX este elementul maxim al unei mulțimi parțial ordonate, ceea ce permite apelarea pX a extensiei compacte maxime a spațiului X Extensia Stone-Cech PX are proprietăți deosebit de bune în cazul unui spațiu normal X Propoziția Pentru o submulțime închisă arbitrară F a unui spațiu normal X, închiderea [F]px este homeomorfă la extensia compactă maximă PF a spațiului F Dovada În virtutea teoremei , este suficient să arătăm că orice mapare continuă f:F-> [ : ] ■poate continua afișarea continuă b - [ ; ] Reparăm unele cartografii continue /: F->Z = [O; ] Deoarece X este un spațiu normal, există o extensie continuă [ ; ] Mulțimile Ф = / ( ) și Ф = / ( ) sunt închise în X și disjunse [FiЪx P [F ]șx Y a extensiilor lor bicompacte maxime Într-adevăr, presupunând că Y > pY, putem presupune că f este o mapare de la X la Y Apoi, datorită condiției ° a teoremei , maparea f poate fi extinsă la maparea Ț: X - pY § Construirea tuturor extensiilor compacte ale unui spațiu dat complet regulat Subordonarea pentru seturile închise și deschise Spunem că în spațiul X se introduce o subordonare pentru mulțimi închise și deschise dacă pentru unele perechi de forma F, H, unde H este o mulțime deschisă și F este o mulțime închisă în X, se definește relația de subordonare F și sunt îndeplinite următoarele axiome: K Dacă F (H ) dacă și numai dacă, în plus, egalitățile O = O (R ) și H = H sunt echivalente Trecând la adunări, obținem pentru mulțimile închise X: ° Dacă și numai dacă [F ]x* [A]x*> când F > F ° O(H pH ) = O(H )(]O(H ), Proprietatea Γ urmează de la ° În ceea ce privește proprietatea °, atunci egalitatea (HJ = (H ) implică egalitatea Includerea O(H B H ) O(Hx) T) O(H ) rezultă din proprietatea ° Din egalitate rezultă includerea inversă Să demonstrăm că pentru X* = vX avem O(H ) = She Am văzut deja că X(\O - H^, rămâne de demonstrat că dacă pentru o mulțime Γ deschisă în vX avem XnΓ = // , atunci Γ > Dar dacă IC Γ, atunci (deoarece mulțimea n formează baza spațiului ) există H, astfel încât £ £ On, s Г și Нг £ Dar din He, s Г rezultă = X Și He, s X Г) Г și, prin urmare, Xo = X P L Г £ £, adică Q E D Să notăm acum cu Φn (pentru un F ^X închis arbitrar dat) mulțimea tuturor acestor ξ = {H} ξϵX astfel încât fiecare ȘI G? se intersectează cu Fo Dacă Hn = X\F avem Ind X l, respectiv, ind X l, atunci setăm Ind X = oo, respectiv, ind X = oo Invarianții de dimensiune și numeroasele proprietăți importante ale spațiilor topologice (în principal spații normale și, în special, spații compacte și spații metrice) sunt studiate într-una dintre cele mai semnificative și semnificative părți ale topologiei generale, cunoscută sub numele de teoria dimensiunilor (vezi Aleksandrov-Pasynkov [ ] ) § Câteva spaţii compacte universale Teorema (Aleksandrov [ ], [ ]) Orice mulțime bicompactă de -greutate m este o imagine continuă a unui subspațiu închis al spațiului Dx Dovada Fie din nou SI = {a} o "mulțime fixă de indici de cardinalitate m Fără pierderea generalității, putem presupune că mulțimea compactă X este un subspațiu închis al cărămizii Tihonov /m = C/a de greutate m și DT=IJCa și € a € unde Ca este discontinuul Cantor Să luăm în considerare harta standard fa: Ca-mulțimea perfectă a lui Cantor Ca pe segmentul Ia (vezi § , cap ) Produsul simplu al hărților fa (vezi § ) este o hartă continuă a spațiului DT = JJ Ca a e vi pe cărămidă /m Imaginea prealabilă Φ = / X a mulțimii X este mapată continuu pe X, ceea ce urma să fie demonstrat Să numim o mulţime deschisă elementară Лі din spaţiul DT = JlDa o mulţime de primul fel, dacă coordonatele Za, •••" ?ca ale punctelor sale constitutive sunt egale cu zero În mulțimea tuturor punctelor din spațiul DT, introducem acum o nouă topologie care este mai mică decât cea originală și are ca bază deschisă familia gr a tuturor mulțimilor elementare de primul fel din spațiul DT Obținem un nou spațiu topologic, numit spațiu FT, care este evident o imagine continuă unu-la-unu a spațiului D Este ușor de verificat că SPAȚII COMPACTE UNIVERSALE § ] că Fx nu este nimic altceva decât produsul topologic în care Fa este un colon conectat și indicele a încă se desfășoară pe un set de cardinalități m Prin urmare, Fx este un ^-spațiu bicompact de greutate m Teorema (Aleksandrov [ ], [ ]) Orice T^-spațiu X cu greutatea m este homeomorf unui subspațiu al spațiului F\ Dovada În spațiul X luăm o bază = {Va}, de cardinalitate m, care are proprietatea că intersecția oricărui număr finit de elemente ale bazei este din nou un element al acestei baze Evident, este ușor de realizat această condiție pornind de la orice bază a spațiului X și completând-o cu toate intersecțiile finite posibile ale mulțimilor care îl alcătuiesc Fie ET=ЦFa, Lx=(Оа, Іа) Fie z = {za} un punct arbitrar în spațiul FT Pentru fiecare a definim mulțimea Ea(z) X după cum urmează Dacă za = a, atunci setăm Ea(z) = Va; dacă za = Ia, atunci Ea(z) = X\Va În primul rând, observăm că mulțimea Q Ea(z) pentru orice punct dat z={za} sau este goală, ae i sau constă dintr-un punct Într-adevăr, fie x, x' două puncte ale spațiului X Atunci există o astfel încât unul dintre aceste puncte se află în Va și celălalt în X\Va, de exemplu, x £ Va, x' £ X\ya Prin urmare, indiferent de z = {za}€FT, ambele puncte x și x' nu pot aparține mulțimii Ea(z), cu atât mai puțin mulțimii f|Ea(z) Să notăm acum cu Z mulțimea celor ae zgFT, pentru care mulțimea Q Ea (z) este nevidă și, prin urmare, este formată din ae? dintr-un punct, pe care îl notăm cu X Să demonstrăm că £a(u') = X\ya și deci a, unde £>a = { a, este un simplu colon Punem fa (X\Va) = a> /aVa = Oa Funcția fa: X definită în acest fel este trivial continuă Notăm cu f: X -> £> x= - II &a produsul diagonal al funcțiilor fa În virtutea pre-axelor prevederile § cap maparea f este continuă Deoarece pentru oricare două puncte distincte x e X, x' e X există Va> astfel încât x e Y, x' CX \ Va și, în consecință, fax=^=faxf și fx^fx', apoi X pe unele Y = fX ^ D\ Aici /Va== K P l^Oa, adică imaginile elementelor bazei sunt deschise în Y Astfel, f este un deschis unu-la-unu și, prin urmare, o mapare topologică a spațiului X pe spațiul Y, care urma să fie demonstrată Pentru t numărabil, obținem Propozitia Spatii inductiv zero-dimensionale cu o baza numarabila si numai ele sunt homeomorfe la submultimile unei multimi perfecte Cantor Deoarece spațiul Fx este o imagine continuă unu-la-unu a spațiului D\, din teorema rezultă că USD] BICOMPACTE DIADICE Teorema (Aleksandrov [ ], [ ]) Orice \-spațiu X de greutate m este imaginea unui subspațiu Z al spațiului Dx sub o mapare continuă unu-la-unu § Diadic bicompacta Deja din teoremele și este clară importanța spațiilor D* (generalizat Cantor discontinua) De asemenea, observăm că pentru orice număr cardinal m spațiul DT este un grup topologic cu următoarea definiție a operației de adunare: -ya), unde ("coordonate-înțelept") adăugarea xa + ya are loc modulo doi, adică în conformitate cu regula - = = - = , - = - = Aceasta înseamnă că grupul topologic Dx este un produs topologic direct al grupelor Z)a={ a, a} de ordinul doi Interesul algebric al spațiilor compacte va crește și mai mult dacă trecem de la spațiile compacte D însele la așa-numitele spații compacte diadice, adică spații compacte (Hausdorff), care sunt imagini continue ale spațiilor compacte £ > m pentru diverse numere cardinale m În virtutea teoremelor remarcabile ale lui Ivanovskii și Kuz'minov *) spațiul oricărui grup topologic bicompac (adică un grup topologic bicompac considerat ca spațiu topologic) este întotdeauna un spațiu bicompac diadic Este ușor de observat că clasa bicompacta diadice este cea mai mică clasă de spații topologice care este închisă în raport cu operațiile de înmulțire topologică și tranziție la o imagine continuă a oricărui spațiu conținut în ea și care are printre elementele sale toate spațiile constând în a unui număr finit (sau cel puțin două) puncte izolate În special, știm deja că toate compactele sunt bicompacte diadice (Teorema § cap ) Diadic bicompacta are multe proprietăți remarcabile Dintre aceste proprietăți, vom demonstra următoarele în această secțiune: I Spațiile compacte diadice au proprietatea Suslin, adică orice sistem disjunc de submulțimi deschise nevide ale unui spațiu compact diadic X este cel mult numărabil I Fiecare spațiu bicompact diadic cu prima axiomă a numărabilității este metrizabil Fiecare dintre aceste proprietăți arată că nu orice spațiu compact este diadic Deci, conform primei proprietăți *) Dovada căreia, din păcate, depășește scopul acestei cărți (vezi Ivanovskii [ ], Kuz'minov [ J]) COMPACT ȘI METRIZARE [CH b spațiul tuturor numerelor ordinale ^cox nu este un spațiu bicompact diadic; Să introducem mai întâi câteva notații și definiții Fie X = U Xa produsul topologic al spațiilor a e A Xa, și fie B a A Notăm cu lv proiecția naturală a spațiului X pe produsul JJ Xa Dacă a > A, atunci proiect-ae B Vom nota relaţia la{a}: X -> Xa prin la Vom spune că mulțimea KcX nu depinde de mulțimea indicilor B, dacă Y = ld\vHa\vY* Rețineți afirmația evidentă: Dacă mulțimea YszX nu depinde de setul de indici B și CaB, atunci Y nu depinde de C Fie f: JJ Xa -> Z o mapare Să spunem că mapările Reprezentarea lui f pe mulțimea Y uXa nu depinde de mulțimea indicilor BszL dacă pentru orice punct y e Y și orice punct y' c PLa astfel încât λA\vY= nA\vY', avem fy= fy' Lema Pentru orice număr cardinal Cantor m, discontinuul Dx satisface proprietatea Suslin Dovada Fie Dx= JJ D$ unde |B| = t prev- v punem că {Va}, a e A este un sistem disjunct nenumărat de mulțimi deschise în D\ Fără pierderea generalității, putem presupune că fiecare Va este o mulțime deschisă elementară Fiecare Va depinde de un număr finit de indici - coordonate Prin urmare, există un număr natural k și o mulțime nenumărabilă A a:A astfel încât fiecare Va, a$A depinde exact de k coordonate Există un indice GB și o mulțime nenumărabilă A a:A astfel încât fiecare Va, a€Lv depinde de px și , ao€^o- Pentru fiecare a € A \ {a } există p = P (a) £ B astfel că lp (a)Va P lp (a)Va = A Din ultima egalitate rezultă că atât Va cât și Va depind de P(a) Deoarece Vao depinde de un număr finit de coordonate, există o mulțime nenumărabilă A[ c: A astfel încât p(a') = p(a") = P pentru orice pereche a', a" £A [ Dar constă din două puncte și, prin urmare, există o mulțime nenumărabilă Arc: Li astfel încât Setul A este evident cel dorit Repetând acest raționament k - încă de ori, obținem k indici diferiți perechi pn , pft și o mulțime nenumărabilă Λc: Λ , astfel încât orice Va, a € Ak depinde de fiecare dintre indicii pr, , P * si pentru tot a', a" €Lb si tot i = , ,& Dar fiecare set Va, un £ Ak depinde exact de k coordonate, § ] BICOMPACTE DIADICE adică numai de la Prin urmare Va' = Va" pentru toate a', a"$Ak Contradicţia rezultată dovedeşte lema Lema implică direct Teorema Fiecare spațiu compact diadic are proprietatea Suslin Lema Orice G^-mult închis în Dx depinde de un număr numărabil de coordonate Dovada Fie F = [F]c:Dx și F= Q Ui unde r = toate Ut sunt deschise în D\ Deoarece F este bicompactă, pentru fiecare i există o mulțime deschisă Vi care este uniunea unui număr finit de mulțimi deschise elementare astfel încât FcVzcz £ z Mulțimea Vi , ca unire a unui număr finit de mulțimi în funcție de un număr finit de coordonate, ea însăși depinde numai de o mulțime finită de coordonate Bh Să arătăm că mulțimea F poate depinde numai de mulțimea В& = țj В/ i = Fie x e F și y un punct în astfel încât x este un lv y Apoi cu atât mai mult lBi x = lv y Dar x^Vi Prin urmare y pentru orice i, i e y £ QV\ = F Astfel, F = Ji"!nB F Lema i = dovedit Teorema Fiecare spațiu compact diadic X cu prima axiomă de numărabilitate satisface cea de-a doua axiomă de numărabilitate Dovada Fie X = f(DT), unde DT= C D$ Construim o mulțime compactă Z situată în £>m astfel încât fZ = X Greutatea nu crește sub o hartă continuă a unui spațiu bicompac Prin urmare, X va avea o bază numărabilă Se trece la construcția mulțimii compacte Z Pentru orice punct y(-Dx, mulțimea f~*fy este o mulțime de , deoarece X satisface prima axiomă a numărabilității Conform Lemei , mulțimea f~zfy depinde de o mulțime numărabilă de coordonate, pe care o notăm cu Vy Definiți acum, prin inducție, o secvență de submulțimi numărabile ale mulțimii B și o secvență Yi de submulțimi numărabile ale discontinuului D astfel încât să fie îndeplinite următoarele condiții pentru toate i : și V Pv (Ui+i) este peste tot dens în Lv (t>m) COMPACT ȘI METRIZARE [CH Punem Y ={y }, unde Yo este un punct ales arbitrar al multimii bicompacte O, iar BQ = ByQ Tranziția inductivă de la i la f + nu provoacă dificultăți, deoarece spațiul ПвV' = Dp are o bază numărabilă și, prin urmare, este separabil Pentru mulțimea Y/+ luăm o mulțime numărabilă arbitrară care conține YE și mapată (prin intermediul proiecției lv ) pe o submulțime densă numărabilă peste tot din mulțimea compactă Λθ,^) Să stabilim acum Y(O= țj Yif В& = țj Bț și Y*=f~ fYV) Za-i = t = l rețineți că fY* = fYa> iar maparea f nu depinde de setul B\Bn pe Ya> Într-adevăr, fie y' C Y(r), y"(zDx, lvy' = lvxy" Atunci y' aparţine unei mulţimi Y} cu atât mai mult egalitatea lv y"=l,v, y' Dar l" lv f ~ fy'= Prin urmare y"£f~lfy', adică fy" = fy' Pe de altă parte, nBooY* este peste tot dens în aB(XP\) Acest lucru decurge imediat din definiția topologiei produsului și din faptul că nB Y* este dens în nB Dx (cel din urmă este valabil, deoarece Y* >Y + ) Să arătăm acum că Y* nu depinde de i e Fie u SU*, y' € Dx și lBoo//=lBa>/ Există un punct y" € Y"> astfel încât fy = fy" Avem lvy "Y € Lvv ~ Vy" - Din lv Deoarece lv (Y*) este peste tot dens în lv (De la) și l- lv y"=y*ț atunci mulţimea Y* este peste tot densă în D\-aceasta rezultă din deschiderea mapării aB(X) În consecinţă, mulţimea /Yx egală cu /Y* este peste tot densă în X Să rezolvăm acum un punct gvhvoo \u d lWhVoo (g) € P €V\Vda § unsprezece] PROPRIETĂȚI DE TIP COMPACT Și V=лВоУооХгвхВмс ПРЗХ II DP = Z)t- ^ hvcVoo S-a demonstrat mai sus că maparea f pe o mulțime nu depinde de mulțimea de indici B\Bo> Prin urmare, mulțimea fY egală cu fYa este peste tot densă în mulțimea compactă X Punem Z = [Y]DT Deoarece Z este compact, avem fZ=X Dar spațiul compactum Z se află în spațiul compactum nB(H (D^xZbxb^, homeomorf la compactum xBoo(t)m) = Π D&- Astfel, Z este un compactum Se demonstrează teorema O consecință simplă a teoremelor și este Teorema Fiecare spațiu compact diadic ordonat X este metrizabil Într-adevăr, dacă la un anumit punct x al spațiului X prima axiomă a numărabilității nu este valabilă, atunci există o secvență nenumărabilă bine ordonată {xa} crescătoare (sau descrescătoare), care converge în acest punct familia de intervale (xa; xa+ ), unde a trece prin toate numerele limită de la A, va fi o familie disjunctă nenumărată de mulțimi deschise Această contradicție demonstrează teorema § Acoperiri deschise; paracompactitate și alte proprietăți de tip compactitate Familii de decoruri și acoperiri În § cap cititorul a primit deja informațiile inițiale despre sistemele set și acoperirile În această secțiune, ne vom familiariza cu familiile de seturi și acoperiri mai detaliat Definiția O familie de mulțimi o se numește stea-finită (stea-numărabilă) dacă fiecare element al familiei a intersectează doar un număr finit (numărabil) de elemente din această familie Acum facem câteva observații despre familiile numărabile de stele de seturi (deschise) Fie S o colecție de submulțimi ale unei mulțimi arbitrare date X Vom considera subsistemele legate a ale sistemului S (un sistem de mulțimi o = {A } se numește legat dacă oricare două elemente M și M' ale sistemului o pot să fie conectate printr-un lanț, adică o succesiune finită de mulțimi M=Mlf , Ms= M' de elemente ale sistemului a în așa fel încât oricare două elemente învecinate /I și Mі+ , i = , , s - , din această secvență au o intersecție nevidă M; FC + # A) COMPACT ȘI METRIZARE [CH Unirea a două sisteme legate cp cu intersecția nevidă a corpurilor este din nou un sistem legat Prin urmare, orice subsistem legat o al unui sistem dat de mulțimi este conținut în subsistemul legat maxim sau componenta de încrucișare a sistemului În special, fiecare element al sistemului este conținut în componenta de încurcare a sistemului determinată în mod unic de acest element Două componente diferite de încurcare ale aceluiași sisteme de mulțimi nu pot avea elemente comune Mai mult decât atât, dacă mulțimile Ma și sunt unele elemente ale diferitelor componente de încurcare oa, respectiv op, ale sistemului , atunci A aPL | = A prin toate mijloacele (altfel sistemul oaUap ar fi un subsistem încurcat al sistemului , spre deosebire de proprietatea componentelor de încurcare maximă) Aceasta implică faptul că corpurile oricăror două componente diferite ale unui sistem dat de mulțimi sunt, de asemenea, submulțimi disjunse ale mulțimii X Să presupunem acum că X este un spațiu topologic și este un sistem de mulțimi deschise în X care este o acoperire a spațiului X (în special, se poate întâmpla ca să fie baza spațiului X) Atunci corpul fiecărei componente de încrucișare o a sistemului , fiind complementul sumei corpurilor tuturor componentelor de încrucișare ale sistemului , altele decât o, este o mulțime clopen, iar întregul spațiu X este suma mulțimilor clopene disjunctive- corpurile componentelor de încrucișare ale sistemului În ceea ce privește cardinalitatea acestui sistem multimi deschise-închise, în general, nu putem spune nimic, poate lua toate valorile posibile de la la un număr cardinal dat arbitrar Apare Propoziţia Fiecare subsistem încâlcit o (în special, fiecare componentă de încâlcire) al unui sistem numărabil stea este format dintr-un număr numărabil de cel mult un număr de elemente Dovada Fie A un element fix al sistemului o Să notăm cu oL (unde k este un număr natural) subsistemul sistemului a, format din toate mulțimile M go care pot fi conectate cu Mo prin lanțuri de lungime k (lungimea unui lanț de mulțimi este numărul său elemente constitutive) Următoarele afirmații sunt evidente: Sistemul este format dintr-un element Mo Sistemul oL+ este format din toate multimile M £a care se intersecteaza cu cel putin un element al sistemului ok (sau, ceea ce este acelasi, cu corpul acestui sistem) De aici rezultă că olc: aL+ co o = și / = § ȘI] PROPRIETĂȚI DE TIP COMPACT Pentru a demonstra Propoziția , rămâne să arătăm că fiecare sistem ak este cel mult numărabil Pentru k= acest lucru este adevărat Dar din faptul că a Relația de succesiune transformă mulțimea de acoperiri ale unei mulțimi date X într-o mulțime parțial ordonată Definiţia Un înveliş în spaţii se spune că este în formă de stea înscris într-un înveliş a din acelaşi spaţiu dacă familia * ♦) este înscrisă în a Lema privind contracția acoperirilor finite punctuale**) Fie u = {ua > oc £A} o acoperire deschisă finită punctual a unui spațiu normal X Există o astfel de acoperire deschisă v = {Va; a ∈ A} al spațiului X astfel încât [Va] Ua pentru fiecare a e A Dovada În virtutea teoremei lui Zermelo, putem presupune că mulțimea A este complet ordonată Construim mulțimea Va folosind metoda inducției transfinite Punem A=x\ U Ua Setul este închis și conținut în a > Deoarece spațiul X este normal, există o vecinătate Vg a mulțimii Flt astfel încât [VJ c: t/x Rețineți că sistemul vr = {VJ U {Ua- a^ } este o acoperire a spațiului X Să presupunem că pentru orice a' a'} este o acoperire a spațiului X Să arătăm că sistemul v'a = {Va'- a' a acoperă u care conține punctul x Fie acestea Vai, , Uak Există un număr a astfel încât max {az: i - , , k\ a a / cuprins aparent în Ua Deoarece X este normal, există o vecinătate Va a mulțimii Fa astfel încât [Va] i/a Inductia merge mai departe Luând acum numărul ordinal mai mare decât orice a e A, obținem acoperirea necesară v=v'p Lema este dovedită Un caz special al acestei leme este Lema privind contracția acoperirilor finite (Cech [ ]) Pentru orice acoperire deschisă finită {U , Up} a unui spațiu normal X, există o acoperire deschisă { !, , Vn} a acestui spațiu astfel încât |VZ] ( Z, i = , , n Cititorul, însă, poate demonstra singur această lemă, folosind metoda elementară a inducției matematice În § al acestui capitol, sa arătat că pentru un spațiu normal X, dimX = implică că IndX = Acum putem demonstra și invers Fie Ind X = și {U , Un\ o acoperire finită deschisă a spațiului X După lema de contracție a acoperirilor finite, există o acoperire {Vx, Vn} astfel încât [VZ]^( Z Deoarece IndX = , atunci pentru fiecare i= , , n există o vecinătate clopenă Oz a mulțimii |VZ] conținută în ( Z Setăm acum Wj = O \ țj z pentru Familie , Wn] i x Proprietăţi de tip compactitate Fie și două familii de acoperiri ale unui spațiu topologic X; se presupune că elementele familiei sunt acoperiri deschise Spunem că un spațiu X este ( (, ^-compact) sau are proprietatea ( , )-compacitate dacă COMPACT ȘI METRIZARE [CH fiecare capac a din familia are inscripționat un capac P din familia Proprietățile ( , )-compactate pentru diferitele și se numesc proprietăți de tip compactitate Cele mai importante dintre ele sunt: (AJ Bicompactitudine: este familia tuturor acoperirilor deschise, d este familia tuturor acoperirilor deschise finite (A ) Compactitate finală: este familia tuturor capacelor deschise, este familia tuturor capacelor cel mult numărabile (A ) Paracompactitate, respectiv (A ) paracompacitate puternică: -familia tuturor învelișurilor deschise, -familia tuturor învelișurilor finite local, respectiv v> -familia tuturor învelișurilor stea-finite, deschise (A ) Compactitate numărabilă: este familia tuturor numărătorilor, este familia tuturor acoperirilor deschise finite În cazurile de bicompacitate, compactitate finală și compactitate numărabilă, se poate chiar cere, fără a schimba clasa de spații obținute, ca învelișul p C al familiei să nu fie doar înscris în învelișul , ci să fie conținut în acesta , P c: a Din definiția ( , )-compactate rezultă că fiecare spațiu compact este în sfârșit compact, numărabil compact și puternic paracompact și fiecare spațiu puternic paracompact este paracompact Se va arăta mai jos că un spațiu obișnuit finit compact este paracompact Propoziţia Un subspaţiu închis Φ X al unui spaţiu X cu proprietatea (Aj, r= , , , , ) este un spaţiu cu aceeaşi proprietate (Az) Dovada Fie i={Vn " Vk\ este formata din multimi deschise si este inscrisa in invelisul ω', si deci si in invelisul ω Familia (x este o acoperire Într-adevăr, fie x e X Dintre toate elementele capacului ω' care conțin punctul x, alegem elementul cu cel mai mic număr Fie acesta ( * Atunci x(£[ xz]) pentru toate Z V* În sfârșit, să arătăm că învelișul (ox este local finit Fie x un punct arbitrar în spațiul X Aparține lui oarecare element Ox* al învelişului (Oo Este evident că Ox* Π Vt = A pentru tot I > k Prin urmare, vecinătatea Ox* a punctului x intersectează cel mult k elemente ale învelişului , atunci x^Fa cu a^=a'-, | = Între timp, x £ Fa, deci a = a/, pentru unele f = G Dar G a'r - P ° "/ - ° a > a ° a =' /= /o /o adică Va' O*,, afirmaţia este dovedită Astfel, ѵ este acoperirea necesară, în formă de stea înscrisă în învelișul ω Prima afirmație a teoremei este demonstrată Ne întoarcem la demonstrarea celei de-a doua afirmații a teoremei Propozitia Un spatiu normal X care admite scindarea este paracompact Lema Fie (r) = n = , , , , un înveliș deschis numărabil al unui spațiu normal X și un înveliș închis = să fie înscris combinator în (r) astfel încât Fn > Gn Apoi, în (r) se poate înscrie combinatoriu o acoperire numărabilă finită local deschisă $ = {Hn} astfel încât Hn ^ Gn Dovada Pentru fiecare n = , , , luăm o mulțime deschisă G'n astfel încât F"sG;s [G^]sG" Evident, familia mulțimilor deschise (r)'= țG'n} și cu atât mai mult familia mulțimilor închise (r)' = {[Gn]} este o acoperire a spațiului X, PROPRIETĂȚI DE TIP COMPACT Punem Ha = Gn\ I (JG* I și demonstrăm că $ = {Hn} | A p, deoarece #n = Gn\(J [Gn]^X\[G'] pentru k r În consecință, G'p este o vecinătate a punctului x care nu se intersectează cu niciuna dintre mulțimile HP+ , HP+ , , i e care intersectează doar un număr finit de elemente Hn ale capacului Se demonstrează lema Fie ca spațiul X să admită diviziunea Să demonstrăm că X este paracompact Să luăm o acoperire deschisă arbitrară y = y = {Uа} a spațiului X Vom construi un înveliș local finit înscris în y a) Luați un înveliș deschis yx = {t/a}" în formă de stea în y și, în general, un înveliș deschis y Z=={t/ }, în formă de stea înscris în = n= , , , Pentru fiecare n = , , n indicii a parcurg toate numerele ordinale mai mici decât unele coa = com(n), care este cel mai mic număr ordinal, a cărui cardinalitate este egală cu cardinalitatea acoperirii yn Steaua oricărei mulțimi M e X față de acoperirea yn va fi notată cu vnM\ și steaua unui punct x e X față de acoperirea yn va fi notată cu vnx Fiecare y", u= , , , , este înscris stelar în toate acoperirile anterioare yĂ, - Remarcăm că din faptul că un înveliș n' are formă de stea în învelișul n, urmează așa-numita inscripție "regulată" a acestuia, care constă în faptul că este conținută unirea oricăror două elemente care se intersectează ale învelișului n' în vreun ^ element al învelişului n b) Noi credem Rpa = {% £ Ua I Sv "X £ = Ua} si dovedeste in primul rand identitatea ^a^X\Svn(X\£/a) ( > Într-adevăr, fie x £ F'n P C FP& c) Nu există un astfel de U%+ £yn+ care să se intersecteze simultan cu unele Fna și Fnp pentru a=/=p Fie a > p Evident, este suficient să demonstrăm asta Fpa L Zvp + /' pr \u d A Dar (vezi ( ) și ( )) B "+ Fnp - Zvp + /: "pr - Fp + , (J - - A \ : "pa" de unde rezultă afirmaţia Din ceea ce tocmai am demonstrat, deducem în continuare afirmația: d) Nu există ( " + eTn + z" care se intersectează simultan cu Zvp + / * pa și Zvi + Gn p la p OS Să fie i/"" care se intersectează cu Zvp+ ppa și Zvp+ :'"p Apoi există U& și ( gt astfel încât Fnaf)U^ ^A, FnpOt^^A, U"+ nU£ ^A, U + nU^ ^A Prin urmare, uniunea U$+ [jUgt este conținută în unele U%+ , iar uniunea este conținută în unele U$+ Dar apoi Ux+ (]U^+ =A și, prin urmare, Ux+ \jU^+ este conținut într-un U(tm) care intersectează atât Fna, cât și Fnp, spre deosebire de ceea ce sa dovedit în partea c) e) Punem Gna = Zvp + Ppa Din ceea ce s-a dovedit rezultă că familia (r) = {Gna} este un sistem discret de mulţimi Prin urmare, sistemul va fi și discret COMPACT ȘI METRIZARE [CH Să punem în sfârșit Fp \u d U "a * @ p \u d U a a Evident Fn Gn Ca corp al unui sistem discret de mulțimi închise, mulțimea Fn este închisă Mai mult, deoarece familia § = { ?na} este o acoperire închisă a spațiului X, familia %={rp\- Mai mult, familia (r) = {Gn} este o acoperire deschisă a spațiului X Mai mult, Fn Gn avem Yal \u d u (i "POpa", adică Yal \u d u ^ "a> a a Mijloace, U \u d UU fi(tm) \u d U np \u d p, a pa p În plus, conform formulei ( ), avem Npa Gna, \u d bu + Fna - Fn + t a " deci capacul y' este înscris în v = {( a} Rămâne de demonstrat că acoperirea y' este local finită Fie xgX Deoarece &={Hn} este local finit, există o vecinătate Ox a punctului x care intersectează doar un număr finit de mulțimi Hn (adică nu intersectează niciun Hn al cărui număr n este mai mare decât un număr n ) Deoarece sistemul @ este discret, pentru fiecare există o vecinătate nx^ x care intersectează cel mult un Gna Apoi cartierul O'x=Q px nu se intersectează cu niciun Hpa^NP pentru n > n, Π - iar pentru n n poate intersecta cel mult un Hpl s Gna, și] PROPRIETĂȚI DE TIP COMPACT prin urmare, în total se poate intersecta doar cu un număr finit de elemente ale acoperirii y' Se demonstrează paracompacitatea spațiului și, împreună cu aceasta, întreaga Teoremă Din teorema lui A Stone rezultă Teorema Fiecare spațiu metric este paracompact Dovada Fie X un spațiu metric Vom presupune diamX x ) P(*i-x ) I+p^i, x y Spațiile (X, p) și (X, p') sunt homeomorfe unul față de celălalt (acest lucru rezultă din faptul că orice succesiune de puncte {x/r}> convergând către x într-una dintre cele două metrici p, p' converge) până în acest punct și într-o altă metrică) COMPACT ȘI METRIZARE [CH Să demonstrăm că y' are acoperirea necesară în formă de stea înscrisă în y Luăm un punct arbitrar a C X; crede Ea = {x: U(x)Ea} = {x: e(x)>p(x, a)} ( > Sa punem d(a)= sup e(x) ( ) heEa Evident, d(a) este un număr pozitiv (finit datorită ipotezei făcute despre finitatea diametrului spațiului X) Luăm un punct b e Ea în condiția din (b) > ~ d(a)f, adică în condiția d(a) Scopul nostru este atins dacă demonstrăm că vV'(a), adică mulțimea (JU(x), este conținută în elementul Ga al lui y și (x) ea Pentru a face acest lucru, este suficient să demonstrăm pe rând că din U(x) a, adică din x e Ea, rezultă ( (x) e Ga(&) Deci fie x C Ea Înseamnă că (*)>p(*>a)-( > Se cere să se demonstreze că atunci pentru orice punct y e U(x) avem y€Ga(b) Dar din observația făcută mai sus rezultă că pentru aceasta, la rândul său, este suficient să se demonstreze că P( , Y) p(b, a) (prin formula ( )), un punct x £ Ea și, prin urmare, ) &) Dar x € Ea, deci din ( ) și ( ) rezultă s(x) b) , unde Va = /aT|V', este o acoperire deschisă a spațiului V Conform Propoziției , există o acoperire stea-finită y = {T} a spațiului V înscris în acoperire {Va} Familia y formată din intersecțiile elementelor Γ ale capacului y cu mulțimea X este un înveliș deschis stea-finit al spațiului X înscris în capacul original ω Teorema este demonstrată Metrizarea spațiilor compacte local Propunerea Fiecare spațiu Hausdorff compact local cu o bază numărabilă este metrizabil Afirmația rezultă din regularitatea fiecărui spațiu Hausdorff compact local și din prima teoremă de metrizare a lui Urysohn Propoziția Dacă un spațiu topologic X este suma subspațiilor sale disjunctive metrizabile deschise în condițiile date și este închis în X și metrizabil, atunci spațiul X este și metrizabil În fiecare subspațiu Γ se poate introduce o metrică pa astfel încât diametrul diametru Γ apoi = (J a i= este baza numărabilă dorită a spațiului Γ, care urma să fie demonstrată § Teoreme de metrizare Alexandrov-Urysohn şi Nagat-Smirnov Teorema de metrizare a lui Nagata-Sm i rn o v a Pentru ca un spațiu topologic să fie metrizabil, este necesar și suficient ca acesta să fie regulat și să aibă o bază o-local finită, adică o bază care este uniunea unui număr numărabil de familii local finite de mulțimi deschise Deoarece toate spațiile metrizabile sunt regulate, pentru a demonstra necesitatea condiției Nagat-Smirnov, trebuie doar să construim o bază finită o-local într-un spațiu metric arbitrar X Acest lucru se face în felul următor Fie yn acoperirea spațiului X, care constă din toate vecinătățile sferice cu raza /n Deoarece spațiul X este paracompact prin Teorema din § , există o acoperire deschisă local finită y'n a spațiului X înscris în capacul yn Sistemul de mulțimi = țj y' este evident o-local finit și este baza spațiului X, ceea ce ne-am cerut COMPACT ȘI METRIZARE |CH Se trece la demonstrarea celei de-a doua părți a teoremei Nagat-Smirnov, adică la demonstrarea metrizabilității oricărui spațiu regulat X cu o bază care este care este uniunea unui număr numărabil de familii local finite de mulţimi deschise yn = Să demonstrăm în primul rând că în aceste condiţii spaţiul X este normal Fie A și B două mulțimi disjunse închise în X Deoarece spațiul X este regulat, atunci pentru fiecare punct x$Aa/X\B există o vecinătate Γn(x)a a punctului x aparținând bazei cu închidere situată în X\B " {y} a ]sX\A uev Să punem, mai departe, Un = Gn \ U [R*], vn = Hn \ U [GJ, k n Atunci Um A Vn X \ adică UШПВп = Л Prin urmare, ( лV=Л, adică U și V sunt vecinătăți disjunctive ale mulțimilor A și, respectiv, B Se dovedește normalitatea spațiului X Să demonstrăm normalitatea perfectă a spațiului X, adică vom demonstra că fiecare mulțime G deschisă în X este uniunea unui număr numărabil de mulțimi închise Pentru fiecare punct x e G găsim o vecinătate rn(X)au) cu condiția [Γn (x) a (x)] G și mulțimea , pentru care n(x)=n) În virtutea conservatorismului familiei yn, avem [HL] == § ] TEOREME DE BAZĂ DE METRIZARE \u d U ІUu a și deoarece orice punct x ∈ G se află în unele Гл, хev co atunci G = U [Г"], ceea ce trebuia demonstrat n=i Se trece la construirea unei mapări topologice a spațiului X, care are o bază o-local finită = J a: a £ Q și greutate m, într-un spațiu Hilbert generalizat H\ Fără pierderea generalității, putem presupune că cardinalitatea lui m are baza = (J unde yn = {Oa: a£ o} sunt local finite ce-n=i mestva După lema lui Vedenisov (Sec , Cap ), pentru fiecare element Oa al sistemului yz există o funcţie continuă fa: X -> [ ; ], egal cu zero în punctele mulţimii X\ a şi numai la ele Din caracterul finit local al familiei yz rezultă că un punct arbitrar x e X are o vecinătate Ox care intersectează doar un număr finit de mulțimi - elemente ale sistemului yz pentru un număr întreg pozitiv dat arbitrar fixat i Prin urmare, pentru un i dat, există cel mult un număr finit de indici a ∈ lz pentru care funcția fa poate lua o valoare diferită de zero într-un punct x din vecinătatea Ox Prin urmare, pe X, pentru fiecare număr natural i, există o funcție pozitivă definită și continuă D (x) \u d - fa (x) a HT este topologică Dacă x și x' sunt puncte distincte ale spațiului X, atunci există un element Oa de baza astfel încât x e Oa și x' e X\Oa Atunci /a(x) > , ^a(*') = , deci A(x)#=A(x')- Astfel, maparea h este unu-la-unu Să demonstrăm că maparea h a spațiului X pe Y = dX este continuă Luăm un punct arbitrar x € X, = și arbitrar e > Luăm un număr natural n astfel încât Finitudinea locală a familiilor yz permite alegerea unei vecinătăți UxQ a punctului x care intersectează cel mult un număr finit de elemente din fiecare dintre familiile yz pentru i > n Fie p ae?tz l>nz Din inegalitățile ( ) și ( ) pentru orice punct y^VxQ urmează inegalitatea p(^o" M=( [M*o) - M*/)] Y/ , adică x'£ a Deci h ~ Yy £ OxQ Se demonstrează continuitatea mapării L- , și odată cu aceasta întreaga teoremă Nagata-Smirnov Din teorema tocmai dovedită, rezultă cu ușurință aceea demonstrată pentru cazul particular m = # de către Uryson teorema lui Dowker Spațiul Hilbert generalizat Hx conține imaginea topologică a oricărui spațiu metrizabil X de greutate m Pentru a o demonstra, este suficient să luăm o bază o-local finită a cardinalității m în X și să repetăm argumentele celei de-a doua părți a demonstrației teoremei Nagata-Smirnov (suficiență) Conceptul de paracompactitate face foarte ușoară formularea primului criteriu general de metrizare istoric (Aleksandrov și Uryson), și anume: Un spațiu Hausdorff X este metrizabil dacă și numai dacă este paracompact și are un sistem numărabil, de rafinare, de capace deschise Dovada ° Un spațiu metric este paracompact Pentru a obține un sistem de rafinare numărabil de acoperiri deschise în el, este suficient ca orice număr natural n să ia o acoperire constând din toate vecinătățile sferice cu raza /n ° Fie, invers, într-o mulțime paracompactă X, ni se oferă un sistem de rafinare numărabil de învelișuri deschise , yn, Înscriind în fiecare yn o acoperire local finită y'n, obținem un sistem numărabil de rafinare de acoperiri local finite acoperirile y'n formeaza un sistem de rafinare, lor uniunea y = (J y'n este baza spațiului X, și deoarece po-n = acoperirile y' sunt local finite și numărul lor este numărabil, atunci baza lui y este o-local finită După teorema Nagata-Smirnov, spațiul X este metrizabil, ceea ce urma să fie demonstrat Addendum la capitolul șase Teorema privind cardinalitatea bicompacta cu prima axiomă a numărabilităţii Teorema (Arkhangelsky [ ]) Orice spațiu bicompact X" care satisface prima axiomă de numărabilitate are cardinalitatea c Dovada*) Notați cu ^ x = { x\ baza numărabilă a vecinătăților unui punct arbitrar X Pentru fiecare ordin *) Varianta demonstrației date aici aparține matematicianului polonez R Pohl COMPACT ȘI METRIZARE [CH a unui nou număr £ Într-adevăr, fie x e [E] Apoi există o succesiune de puncte {xp x CE|A în E care converge către x Luați un număr ordinal g mai mare decât toate gz Apoi, în virtutea condiţiei ° xzCE^ ♦) Aici, ca de obicei, | A | denotă cardinalitatea mulțimii L TEOREMA PRIVIND PUTEREA BICOMPAȚILOR pentru orice i, și deoarece mulțimea Fx este închisă, rezultă că χ € F^F-se dovedește închiderea mulțimii F Cardinalitatea mulțimii F nu depășește cardinalitatea continuumului, deci demonstrația teoremei va fi completată dacă stabilim egalitatea F = X Să presupunem contrariul, adică că există un punct y e X\F Pentru orice punct x £ F luăm o vecinătate OX £ £ BX, y( £ x Din acoperirea {Ox} a spațiului compact F evidențiază o subacoperire finită x , xk Luăm a c COMPACT ȘI METRIZARE [CH Dovada Conform Propoziției , este suficient să arătăm că X conține un spațiu compact nevid, fără puncte izolate Notați cu Y mulțimea tuturor punctelor y ~ X, fiecare dintre ele având o vecinătate numărabilă Mulțimea Y este deschisă în X și orice mulțime F care este închisă în X și se află în Y este cel mult numărabilă Prin urmare, mulțimea închisă X\Y este nevidă Rămâne să verificăm că nu există puncte izolate în X\Y Să presupunem că punctul x e X\Y este izolat în X\Y Luați o astfel de bază locală {Up- r = , , } în punctul x, astfel încât numărabile Prin urmare, mulțimea [l/J = {x} UU Fn este de asemenea numărabilă Dar n aceasta contrazice faptul că xf £ Y Propunerea este demonstrată Teorema și Propoziția implică Teorema Orice spațiu bicompac cu prima axiomă a numărabilității este fie finit, fie numărabil, fie are cardinalitatea unui continuum Plus SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT § Conceptul general al spectrului invers al spaţiilor topologice Spectre de proiecție abstracte Un loc mare în diverse studii topologice și topologic-algebrice îl ocupă conceptul de spectru (invers) al spațiilor topologice Să fie dată o mulțime direcționată = {a}, ale cărei elemente se vor numi indici Fie ca fiecare a £ să fie asociat cu un spațiu T Xa și fiecare pereche de indici a, a', pentru care a' > a din mulțimea direcționată , corespunde o mapare continuă Sg' a spațiului Xa pe spațiul Xa , iar pentru a" > a ' > a avem proprietatea tranzitivitatii Sg" = SgzSg" Apoi spunem ca este dat spectrul invers S = {Xa, Sg'} al spatiilor topologice Xa cu proiectii Sg' Punctul % = {xa} din produsul topologic X = SgzSg se numește spectru S dacă xa = Sg'xao ca numai a'>a Mulțimea tuturor catenelor spectrului S = {xa, x(r)'}, considerată ca subspațiu al topologicului mulţime) a spectrului S şi se notează cu S Prin definirea topologiei produsului X Xa, baza în S este formată din mulţimile de forma S l Q unde multimile sunt deschise in Xa/, si la - i=i proiectii ale produsului TsXa asupra factorului Xa Să demonstrăm un mai puternic Propoziţia Baza în S este formată din mulţimi de forma în care a este o mulţime deschisă în X^, iar SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT Într-adevăr, fie = S P Q Yaa'Oap unde mulțimile sunt a sunt deschise în Xa Luați a^a/ z = l, , s Apoi setul S o \u d A a deschis în spaţiul Ha şi i= ' ss sn Q l^Oa =s p p (s£t ) oa = s p i-yua i- i= Propunerea a fost dovedită În acest apendice, ne vor interesa spectrele S = {Xa, S*'} ale căror elemente Xa sunt așa-numitele spații topologice discrete (în sens larg), adică spații T definite de o mulțime dată parțial ordonată X astfel: baza acestei topologii este formată din așa-numitele vecinătăți minime ale punctelor χ e X Vecinătatea minimă a unui punct x e X a unei mulțimi parțial ordonate X este mulțimea tuturor punctelor x' e X pentru care x' e x Topologia rezultată satisface axioma TQ și se numește obișnuită sau normală Topologia duală cu topologia normală se obține dacă definim vecinătatea minimă a unui punct x £ X ca mulțimea acelor x' ⊂ X pentru care x' x în X) Complexele simple* aparțin celor mai importante spații discrete din topologie Un complex geometric simplist este orice set de simplexe deschise situate într-un spațiu euclidian sau Hilbert Dacă t £ K și V sunt două simplexe, dintre care t' este o față a simplexului, atunci scriem t' > t T simplex în sine este considerat a fi fața sa "improprie" Asta în multe *) Cititorul este de așteptat să știe care este simplexul n-dimensional Tx = |e , e en\ (atât deschis cât și închis), scheletul său (adică, mulțimea tuturor vârfurilor £ , en) , fețele sale |e^, j sunt proprii, dacă r -/C definită în acest fel se numește mapare simplială Este ușor de verificat că dacă considerăm complexele simpliale K' și D' ca spații topologice discrete, atunci orice mapare simplială se dovedește a fi o mapare continuă a unuia dintre spații în celălalt Un spectru de proiecție este un spectru S = (Ka, ale cărui elemente Ka sunt complexe simpliale complete, dotate cu o topologie duală cu cea normală, iar proiecțiile sunt mapări simpliale "': Kai -* Ka pentru a' > a Spectrul se spune că este finit dacă toate complexele /Ca Un fir al spectrului este orice mulțime x - {ta} de simplexe, câte unul din fiecare /Ca, care îndeplinește condiția /a = £ a-, dacă a' > a Firele spectrului sunt puncte ale spațiului limită complet S al spectrului S, topologia în care, în virtutea Propoziției , este determinată de o bază deschisă formată din toate mulțimile elementare deschise Ot^, unde Ot^ este mulțime de toate catenele x' = pentru care f este o față proprie sau improprie a simplexului tao (fa și ta<> sunt arbitrare simplexul unui complex arbitrar K , spectrul nostru Spațiul limită complet (limită completă) S al spectrului S este un subspațiu al produsului T -spații W(a, A prin urmare S este un spațiu T În cele ce urmează vom arăta că limita totală a oricărui spectru finit este un To-spațiu semiregular Limita completă S conține limita superioară, respectiv inferioară a spectrului: S, respectiv S Pentru a determina, observăm că un fir înconjoară un fir dacă pentru orice a avem A fir £ se numește maxim dacă nu există un fir de închidere diferit de acesta Firele minime sunt definite în mod similar Subspațiul spațiului S, format din toate firele maxime, respectiv toate minimele, ale spectrului, se numește limită superioară, respectiv inferioară și se notează cu S, respectiv S Se dovedește ușor Propunerea Limita superioară a lui S și limita inferioară a lui S sunt spații Ti $ și SPECTRE REVERSE, SPECTRE DE PROIECTIE Într-adevăr, fie £ = {/a} maximul, respectiv, firul minim și £' = {/a} punctul de contact al punctului £ în spațiul S, respectiv, în spațiul S Atunci, pentru un arbitrar a avem în S, respectiv în S Aceasta înseamnă că pentru a arbitrar avem ta t'a, ta gg Prin urmare, datorită maximalității firului i = {/*}, respectiv, minimalității firului t' = {?"}, obținem ta = /", adică £ = £' Astfel, se închid mulțimile de un punct din spațiile S și S, ceea ce urma să fie demonstrat Propunerea Fiecare catenă a spectrului finit este înconjurată de o catenă maximă Fie g un fir al spectrului finit S = {/Ca, Fie m cardinalitatea mulțimii tuturor indicilor X Să enumerăm toți acești indici prin intermediul tuturor numerelor ordinale X U Prin urmare, există un element maxim în această secvență, pe care îl notăm cu /a Fie m] = {/a} mulțimea tuturor elementelor maxime Să arătăm că tj este un fir Fie cx > p, = Xx, X p Prin urmare, sistemul tj este un fir care închide în mod evident toate firele X' = (c) '} poate fi spectrul S = {Ka, Sg'} este determinat după cum urmează Pentru fiecare complex din spectrul considerăm un complex zero-dimensional ale cărui vârfuri aa sunt toate simplexe posibile ale complexului /Ca Pentru a'^a definim maparea K&->Ka după cum urmează Dacă == Și == ^cc' (r)a == în S, apoi punem &*'aa, = aa în S( ) Mapările definite în acest fel sunt evident dar, mapările "on" (dacă mapările "on" au fost proiecțiile originale) satisfacând condiția de tranzitivitate ' * "=(r) * pentru astfel încât a și t^qQ, atunci și (r) '^€Q În special, mulțimea tuturor simplexelor spectrului este o mulțime q Demonstrăm acum Propunerea , care este evident mai generală decât Propunerea Propozitia Fie Q o multime arbitrara q de spectru finit s si este luata arbitrar in Q Atunci exista un fir continut in Q care contine elementul tao Dovada Fără pierderea generalității, putem presupune că spectrul s este zero-dimensional (altfel am trece la spectrul derivat) Enumerăm tot a prin intermediul numerelor ordinale X •••> începând de la a = а , în Kav există un vârf е'аѵ astfel încât (r)^âv = ea,- II Acum să fie Ă • • • G Deci avem vârfuri conținute în Q ea, " • • •, eafl> H " = , ,r ( ) Să demonstrăm că șirul de vârfuri ( ) poate fi completat cu vârful £aĂg/CaxnQ astfel încât pentru orice colecție a^, ai , Щ, •••> аЦ , , аЦг, în Q pАаѵ există un vârf e'av = e'(v) astfel încât = * = b •••" r- Să presupunem că nu este Apoi, pentru orice vârf azi € П Q se poate găsi astfel de pi, a^, k = \, ,r( , ah, că în complexul KaVI P Q nu va exista un vârf e'avi=e' (v/), care ar satisface condiţiile ss U ( " î=l unde s este numărul de elemente ale mulţimii Reţineţi că dacă a^>av , , av^, apoi și a^ast, , a^ Deoarece u, , |xl și, prin urmare, contrar presupunerii noastre, condiția ( ) este îndeplinită Deci, inducția merge mai departe și obținem un set de vârfuri {eaJ, unul din fiecare mulțime care, este în mod evident un fir conținut în Q și care conține vârful ea ca element Propunerea și, prin urmare, Propunerea , sunt dovedite Propozițiile și implică Teorema Fiecare simplex al spectrului de proiecție finit este conținut într-un fir și este închis de un fir maxim Corolarul Fiecare față a oricărei coordonate a catenei ξ = ~ {іа} a spectrului S = {/Са, &%'} este conținută într-o catenă Într-adevăr, este suficient să aplicăm Propoziția unui spectru finit S? = [[/J, Corolarul Limita inferioară S a unui spectru finit S coincide cu limita relaxării complete a spectrului S Dovada Orice fir al spectrului S' este un fir (evident, minim) al spectrului S În schimb, după Corolarul , fiecare fir minim al spectrului S este format din simplexe zero-dimensionale și, prin urmare, este un fir al spectrului Propoziţia Spaţiul limită complet S al unui spectru finit S este compact Dovada Fie M o mulțime infinită arbitrară situată în S Este necesar să se demonstreze că mulțimea M are cel puțin un punct de acumulare completă în S Notăm cu w cardinalitatea mulțimii M Luăm un complex arbitrar Ka din spectrul S Deoarece Ka este o mulțime finită de simplexe, iar M = este mulțimea firelor cu cardinalitate infinită w, atunci există cel puțin un simplex Da, care sunt elementele § ) SPECTRE REVERSE, SPECTRE DE PROIECTIE fire formând un set A e M de putere w Numim orice astfel de simplex marcat Este ușor de verificat că mulțimea Q a tuturor simplexelor marcate este o /-mulțime care conține, în virtutea Propoziției , un fir = fiecare coordonată a cărui coordonată este o coordonată a unei mulțimi de cardinalități w de elemente ale mulțimii M Mai mult , fiecare vecinătate £ a punctului £ se intersectează cu mulțimea M prin mulțimea cardinalității w, care urma să fie demonstrată În același mod, se demonstrează că limitele superioare și inferioare ale spectrului finit sunt spații compacte Propunerea Limita completă a oricărui spectru finit este un spațiu T semi-regular Știm că S este un /^-spațiu a cărui bază deschisă este formată din mulțimi de forma ta Punem Fea={£={/a}: ea^ ta} Mai întâi demonstrăm că pentru orice vârf ea mulțimea Fe este o mulțime xa Pentru a face acest lucru, este suficient să dovediți egalitatea [ ea] = PSa ( ) Este evident că Oea → Fea Prin urmare, datorită faptului că Fea este închisă, includerea [ ea] Fea este dovedită Demonstrăm includerea inversă Fixăm a = a Să | = {£a} €Feao Luăm o vecinătate arbitrară OaD a punctului, luăm în continuare a : a > a r a > a Apoi, în simplexul ta, £ % există un vârf eat astfel încât = ea, Există un fir = {/"}> pentru care tat = eae, t'a, = ea, De aici ajungem B = {^a} C ea , § = € Ambele, Dar Oea, ^ Oa, ^ în consecință, Astfel, s-a dovedit egalitatea ( ) şi odată cu aceasta s-a dovedit închiderea canonică a mulţimilor Fea Acum să fie un simplex arbitrar al unui complex arbitrar Notând cu a dacă partiția a' este înscrisă în a Deoarece pentru a' > a fiecare set La, este conținut în mulțimea unică La, este definită o mapare simplă a nervului Na în nervul Na Să arătăm că această mapare este o mapare pe UVa Într-adevăr, fie ta ta = | Aa, • • • > Ara | Luăm punctul X b La P n Aga, iar pentru fiecare i = , , r există o mulţime A^ a avem &ata' = ta Inegalitatea provine din faptul că orice A?, care conține niște Af' £ £x, aparține ea însăși finalului Demonstrăm inegalitatea inversă Fie Af un vârf arbitrar al simplexului ta Fie A', , Ae' să fie toate elementele partiţiei a' care se află în Af, adică, SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT satisfacerea condiţiei = Af Se cere doar să se dovedească* că cel puţin unul dintre aceşti Af jq aparţine sfârşitului În caz contrar, fiecare Af', j q ar corespunde unor Λ ^ ^ n care nu se intersectează cu acesta, iar intersecția acestor A' ar fi n element final care nu se intersectează cu suma |J Af' - \u d Af C I" ceea ce este imposibil * Deci, fiecărui x-terminal € cxX îi corespunde un fir tj (gx) \u d al spectrului xX, iar vârfurile simplexului sunt acele A* care sunt elemente ale sfârșitului! -\ Identificând fiecare simplex al nervului ta - | Af Af | cu mulțimea vârfurilor sale și considerând aceste vârfuri ca fiind elementele acoperirii a, putem scrie unde A din proprietatea maximalităţii capătului rezultă că şi firul τi(£n) este maxim În schimb, dacă v = {/s} este un fir maxim al spectrului SxX, atunci spațiile * = /¥=i ig Să ne amintim definiția mulțimii Vn (pentru orice mulțime x HcX) ca mulțime a tuturor acelor capete x, fiecare dintre elementele cărora au o intersecție nevidă cu H Dacă (a = |A£ Af |, atunci notăm cu ~ta mulțimea A £ U și Af s X Cu aceste notații, este ușor să deducem din formula ( ) formula Dovada formulei ( ) Să fixăm s Ota> Fie t'a rezultă că fiecare Af", unde / = / în, -jq, are puncte în comun cu și, prin urmare, în virtutea lui ( ) este unul dintre A?", , Af", astfel încât t'a<>ta> Includerea m|V a , este cuprins într-unul dintre Af", , A(r)" și, prin urmare, are puncte comune cu Trebuie să dovedim că același lucru este valabil pentru orice Ad, = A^Cg' Pentru a face acest lucru, luăm a' după ambele a și a Fie A" un element arbitrar al sistemului g', apoi A e g ⊂ m](g') Alegeți A^'g Za,ci](g') astfel încât &%'A%,' = A% Cu alte cuvinte, Ag' ^g', Ah'sA^g De când A% atunci mai mult decât A^P ¥=L Formula ( ) este dovedită Fiecare io-mulțime H este o mulțime : pentru a vedea acest lucru, este suficient să punem a-\Af, A?}, unde Af = [I], A? - [X\[H]] și ta este simplexul zero-dimensional al nervului Na, format din vârful A" În schimb, pentru orice partiție a = {A?, , Afa} și orice simplex £" = |A",, A"r[€Afa mulțimea este o mulțime w Astfel, sistemul tuturor mulțimilor coincide cu sistemul tuturor Vn (unde H trece prin toate xo-mulțimile spațiului X) și este o bază deschisă a spațiului o > xX, care trece sub maparea m] în bază al spațiului SxX, care este format din toate mulțimile de forma O/a Teorema este demonstrată Bicompacitatea limitei superioare a lui SxX și teorema demonstrată implică Consecinţă Spațiul unde este multimea xa din X Este ușor de observat că că sistemul de multimi xa {A(r)} X , un £ EIX" este centrat (altfel s-ar încălca centrarea sistemului {Fx}) Completând aceasta SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT sistem până la capătul x, obținem un punct £ aparținând lui Q Ă, și = PL, Astfel, așa cum se cere să dovedească Vom avea nevoie de încă o axiomă de separabilitate, și anume următoarea condiție de cvasi-normalitate *): oricare două n-mulțimi disjunse au vecinătăți disjunctive Spațiile regulate care satisfac această condiție se numesc cvasinormal**) Fiecare spațiu normal este cvasinormal Pe de altă parte, există spații cvasi-normale care nu sunt normale Astfel, de exemplu, sunt toate spațiile nenormale extrem de deconectate ***) Clasa introdusă de spații cvasinormale este foarte importantă, deoarece numai pentru aceste spații limita superioară a spectrului SHX coincide cu spațiul Stone-Cech pX (sau, ceea ce este la fel, în virtutea teoremei spațiul oexX coincide cu pX) ) Obținem această afirmație ca o consecință a teoremelor și Ne va fi convenabil să identificăm punctele spațiului cvasinormal X cu acele capete x % € нХ mulțimile VНі și Vн* conțin, respectiv, punctele și g Într-adevăr, pentru fiecare A^eii avem A=U=Ad,P(A*,,P • • D) Alg) S AxP Ei bine, asta înseamnă că mulțimi finite de elemente CV , CV și CVp , sfârșitul , îndeplinesc condițiile Ovt L L - Ni l L Oѵ'r, - n și, prin urmare L S*vx P • • • P P Sv; P • • • P Su'?, N P N , - contrar presupunerii că seturile Hz și H ~ ° sunt disjunse Acum să se știe că spațiul (ocX = coxX este Hausdorff, și în consecință (fiind compact) este și normal Să demonstrăm că în aceste condiții orice două n-mulțimi disjunse Px și P din X au vecinătăți disjunctive Hx și H Deoarece PxnP = A, atunci avem Fr, P Fr = L Luăm vecinătăți disjunse CKDj și φ ale mulțimilor Φp și Φ în ω Presupunând I ^ ChlOFp # \u d HPOF , obţinem mulţimi deschise disjunse în X Rămâne de demonstrat că P^/A, P > R Ambele decurg din includere P^Fp, ( > ceea ce este adevărat pentru orice n-mulțime Ρ > X (și, în consecință, Φ > ε coxX) Pentru a demonstra includerea ( ), luăm un punct x ⊂ P și luăm în considerare capătul n-terminal (x) = {Px} £ coxX, unde Pl > X trece prin toate n-mulțimile care conțin punctul x Apoi P€ A(t)" adică a -a (x) C Fr Deoarece punctele x și £n(x) sunt identificate în solX, se demonstrează formula ( ) Teorema este de asemenea demonstrată SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT Deoarece spațiul X este încorporat în coxX, obținem Consecinţă Un spațiu cvasi-normal este complet regulat Amintiți-vă că o mapare continuă f: b±X -" b X a unei extensii bxX a unui spațiu X pe o extensie b X se spune că este naturală dacă în această mapare toate punctele x e X rămân fixe Teorema Pentru orice spațiu X complet regulat, există o mapare naturală f: &HX -*bX a spațiului &KX pe orice extensie compactă Hausdorff bX a spațiului X Dovada ° Construirea cartografierii /: coyX-* X Pentru fiecare punct £ = {Pa} £(oxX setăm = ( ) la (aici și mai jos, închiderile sunt luate în considerare în bX) Deoarece familia de mulțimi Px este centrată, mulțimea (r)=Q[Px] este set nevid situat în spațiul bicompact LX Vom demonstra că constă dintr-un punct Este suficient să demonstrăm formula [Ow]Px€ ( ) pentru orice vecinătate Oy din orice punct y e Φ Într-adevăr, să presupunem că formula ( ) a fost demonstrată Dacă yi și y sunt două puncte distincte ale lui Φ, iar Oy și y sunt două vecinătăți ale acestora cu închideri disjunse în X, atunci mulțimile [OyJnX și [Oy ]AX' nu se intersectează și nu pot fi simultan elemente ale unei familii centrate g Deci, ne întoarcem la demonstrarea formulei ( ) Deoarece y £ Q [Px], avem Dar P^^X; k înseamnă, Px \u d Rd (PX și ([Оу] П X) П Рк = Оу П Рк ¥=А Deoarece [Oz/] n X este o mulțime x și, prin urmare, cu atât mai mult o mulțime ^ în X, includerea ( ) este astfel demonstrată Acum atribuim fiecărui punct £ = {Pg} £(oxX un punct unic # = /(£) = Q [P/[ și astfel obținem x cartografiere f: coyX->&X ° Maparea f este o mapare pe toate bX Într-adevăr, luăm în mod arbitrar y $bX și luăm în considerare familiile $ ] SPECTRE DE PROIECTIE PENTRU DIVIZIUNEA NIMI mulţimea { ay} a tuturor vecinătăţilor punctului y din bX Familia {[Oay] P X[ este o familie centrată de mulțimi în X; este conținută în unele , a spațiului paracompact X, se poate înscrie o partiție Dovada Fără pierderea generalității, putem presupune că acoperirea lui c este local finită Prin lema de contracție a acoperirilor finite punctuale (vezi Sec , Cap ), se poate înscrie combinatoriu în ω o acoperire v constând din xa-mulți Va Fie cardinalitatea învelișului ω egală cu m, iar mulțimea indicilor din § este formată din toate numerele ordinale ( = A ca Rămâne de arătat că sistemul {F este o acoperire a spațiului X Într-adevăr, pentru orice punct χ e X există X astfel încât χ € [ V\o] și pentru % I o X> I adică sistemul acoperă toate punctele spațiului X Astfel, am demonstrat că sistemul m | = {f\] este partiția dorită a spațiului X Se demonstrează propoziția Vom spune că un sistem = de mulțimi închise ale unui spațiu X este tangent la o acoperire a dacă există un element V C a care intersectează toate mulțimile sistemului a Propunerea (Ponomarev [ ]) Pentru ca un spațiu X să fie paracompact, este necesar și suficient ca orice sistem o care este tangent la toate acoperirile local finite ale lui X să aibă o intersecție nevidă Dovada D Fie ca orice sistem de mulțimi închise a, tangent la toate acoperirile local finite ale spațiului X, să aibă o intersecție nevide Să demonstrăm că X este paracompact În caz contrar, există un capac deschis = în care nu poate fi înscris niciun capac local finit Atunci sistemul o = {X\( g} este tangent la toate acoperirile local finite și are o intersecție goală USD SPECTRE DE PROIIECȚIE PENTRU PERȚIUNI ° Fie spațiul X paracompact și o = este un sistem arbitrar de mulțimi închise tangent la toate acoperirile local finite Fie QFx = A Atunci co=={X\Fx} este o acoperire a spațiului X Se poate înscrie în el o acoperire local finită a = Deoarece sistemul o este tangent la învelișul a, există un element V* ga intersectându-se cu tot F^țo, ceea ce contrazice faptul că V* este conținut în vreun element U Propoziția este dovedită Demonstrarea teoremei Fiecărui punct x ⊂ X îi corespunde în Na simplexul ta(x) = ka>•••>£"!" format din toate acele e a pentru care x a avem (*) = ia (*)• Astfel, {/a(x)} este un fir al spectrului lui SțX Să demonstrăm că {£a(x)} este un fir maxim Lăsați firul £ = să îmbrățișeze firul \ta(x)^ și să fie diferit de acesta Aceasta înseamnă că ta(x)^ ta și pentru unele a avem tao (x) ama avem A(taf) ) pentru a'> Să fie dat un arbitrar a Deoarece există a'>a și A(/a')^( , A(/a') c A(/a), atunci cu toate A(/a)go, adică că o este o tangentă de sistem la toate acoperirile local finite ale spațiului X Dar atunci, prin Propoziția , avem Q A(/a)y = A Deoarece A(/ a) sA(r) a (unde Aa este o mulțime fixă în partiția a care conține punctul x) și p|An = x, apoi QA(ta) - x aa În special, χ > A > , ceea ce contrazice faptul că mulţimile Ae, -, Aa sunt toate elemente ale partiţiei i|)a care conţine punctul x Deci, fiecare punct x C X corespunde firului maxim În schimb, fiecare fir maxim £ = {£ x se rafinează, x = x') Pentru a demonstra că maparea f este topologică, să vedem la ce corespund mulțimile Oag = Ota pentru un punct dat x g X și punctul corespunzător t = f (*) Deoarece pentru £ = f(x) avem ta = ta(x), ATUNCI Oa CONSTA DIN Acele puncte = f(x')> pentru care x' se află numai în acele Lae fa care conţin x Cu alte cuvinte, f- U=x\U Având în vedere natura conservativă a partiției *φ, mulțimea Oax = X\ U este o mulțime deschisă care conține punctul x și, prin urmare, o vecinătate a acestui punct Deoarece sistemul de partiții £x se rafinează, mulțimile Oax formează baza punctului x din spațiul X Astfel, sub o corespondență unu-la-unu f între spațiile X și SțX, baza spațiului SțX corespunde la baza spațiului X, ceea ce înseamnă că corespondența f este topologică Teorema a fost demonstrată § Teorema de realizare pentru spectre abstracte Două spectre se numesc echivalente (Aleksandrov [ ]) dacă se poate trece de la unul la altul prin intermediul unui număr finit al următoarelor operații: trecerea de la un spectru dat la unul izomorf; trecerea de la spectrul dat la partea sa cofinală; trecerea de la spectrul dat la spectrul care îl conține pe cel dat ca parte cofinală Se spune că două spectre sunt puternic echivalente dacă sunt echivalente și, TEOREMA DE REALIZARE PENTRU SPECTRE ABSTRACTE § J mai mult, ele constau din aceleași complexe (sau izomorfe) De exemplu, două spectre, dintre care unul este obținut din celălalt prin întărirea (sau slăbirea) ordinii, sunt puternic echivalente unul cu celălalt Un alt caz special de echivalență puternică a două spectre S și S* este cazul când spectrul S* se obține din S prin așa-numita înmulțire Obținem, prin definiție, o înmulțire a unei mulțimi direcționate date ( = {a}, dacă înlocuim fiecare dintre elementele sale a cu o mulțime de elemente noi, pe care le vom nota aX, ap etc În mulțimea * = {aX} obținute astfel elementele aX, introducem o ordine prin stabilirea a'X'^aX dacă și numai dacă a' a {aX} din setul său de indici = {a}, se numește spectru * = {Lax, direcționat peste D de mulțimea * = {aX) (înmulțirea mulțimii ), și există același complex doar echipat cu indicele X, iar pentru a'X '^aX (adică, pentru a '^a) proiecţia La'V-► As coincide cu proiecţia Ka>~ Se poate spune ca spectrul S* = {Lax, se obtine din spectrul S = {/Ca, prin faptul ca fiecare complex Ka "se repeta" de cate ori sunt perechi (a, X) pt un a dat (și proiecțiile pe S merg la S* fără modificare) Să formulăm o teoremă de realizare pentru spectre finite Teorema X Orice spectru finit de proiecție abstractă este puternic echivalent cu spectrul peste o familie de partiții finite ale unui spațiu T^ semiregulat bicompac (și anume, peste o familie a(r)'} familia φ = {Fea}, unde ea străbate toate vârfurile complexului /Cw, este o partiție a spațiului S Este evident că pentru fiecare a familia φ = {Fea} este o acoperire a spațiului S Mai devreme am stabilit că mulțimile Φ sunt mulțimi xa și φα = [Oea]^- (vezi demonstrația Propoziției din § ) Rămâne de verificat disjunctivitatea miezurilor deschise ale seturilor Fea Dar pentru diferite vârfuri ea și ea, ale complexului K , avem Prin urmare, fa este o partiție Pentru a demonstra teorema H, rămâne de verificat că spectrul finit al lui S este puternic echivalent cu spectrul lui Φ peste familia Φ = {φ} de partiții finite ale spațiului S În primul rând, este evident că spectrele S și F sunt direcționate de același set de indici = {a} SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT Demonstrăm acum că nervul Afa al învelișului , și apoi dSF o Fe^oY=A Afirmația noastră a fost dovedită Astfel, spectrele lui S și F constau din aceleași complexe Ka = Na Lasă a' > a Apoi, evident, Fea, Fea urmează din (c)a'eal=ea Dimpotrivă (în ipoteza a' > a), rezultă din Fea, Fea că SS z'=ea; altfel am avea ^FeaPF^a, ceea ce este imposibil, deoarece q>a este o partiție Astfel, pentru a' > a, partiția (sau coincide cu ea) în sensul că a' > a implică că a'B > a Observație Din cele de mai sus rezultă că ordinea *> este maximul tuturor ordinelor care pot fi introduse în spectrul S fără a-i modifica limita totală După ce am introdus o nouă ordine în spectrul S, trebuie să determinăm și proiecțiile pentru a'B>a Facem acest lucru presupunând dacă fea, sfea În virtutea a ceea ce tocmai s-a dovedit, prin introducerea unei noi ordine în spectrul S, se obține spectrul S' = {/Ca, (c)£'}, care este o întărire ordinală a spectrului S și, în consecință, este puternic echivalent cu spectrul original S Definiție Spectrul SΦ peste o familie = {φ} de partiții ale spațiului S se numește spectru dual la spectrul S Observația Deoarece toate X Punând F = X\U, avem: fF este închis și diferit de Y, adică YX/T este un set nevide deschis Dar Y\fF = f*U Suficiența poate fi verificată la fel de ușor folosind egalitatea fF = y\f* (X\F) Propunerea (Ponomarev [ ]) Fie f: X - + Y o mapare ireductibilă închisă și U o submulțime deschisă nevidă a spațiului X Atunci /[[/] = [/#[/] În special, imaginea unui set na este un set ka Dovada Este clar că f[U]^fU^f#U Prin urmare, datorită închiderii mapării f, avem f[U]^[f#U] Pentru a verifica includerea inversă, datorită incluziunii f [A ] [fAf] comună tuturor f continue, este suficient să se demonstreze că fU ^ [f*U] Să presupunem că nu este cazul, adică există un punct x ⊂ fU\[f*U] Luați un punct y^U astfel încât fy=x Există o vecinătate Oy a punctului y astfel încât Oy și fOy c: Ox = X\[f *{/] Atunci fOy n[f# t/] = A și cu atât mai mult f#Oy()f*U = A Dar acesta din urmă contrazice faptul că f#Oy=^=A datorită ireductibilității mapării f, și f *Oy^f* U Propunerea este demonstrată Acum deducem din Propoziția următoarele Propoziția Fie f: X - * Y este o hartă ireductibilă închisă a lui X pe Y și fie F o n-mulțime în Y Atunci există o n-mulțime unică în X care se mapează la F SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT Dovada Să verificăm dacă setul [/"* ] este un astfel de set Aplicând propoziția anterioară cu і/=/" , obținem f [f~l ] = F Să presupunem acum că în spațiul X există două astfel de mulțimi xa distincte Фі și Ф că / Фі = /Ф =^/ Punând t/z = , і= , , avem U ; atunci una dintre diferențele £/i\Ф și £/ \Фт este nevidă Fie, de exemplu, V = [ f\jD =H=A Apoi, pe de o parte, f* V^f (U \(D )^fUi^F Pe de altă parte, f*V = f*UФ În consecință, f* V P F = A Aceasta contrazice faptul că mulţimea f*V este nevidă, iar propoziţia este demonstrată Din ultimele două propoziții rezultă un lucru important Consecinţă Fie f: X ->-Y o hartă ireductibilă închisă Acesta generează o mapare de la mulțimea de mulțimi xa ale spațiului X la mulțimea de y mulțimi de ka ale spațiului Y, care va fi de asemenea notat cu f Maparea f: este o ordine de păstrare unu-la-unu maparea pe y, adică un izomorfism de mulțimi parțial ordonate și r § Absolutul unui spațiu regulat Amintiți-vă că un //-sistem al unui spațiu regulat X este orice sistem £ = {A} de xx-mulțimi nevide ale spațiului X, direcționat prin includere, adică care îndeplinește condiția: pentru fiecare două elemente A ⊂ A' € £ există un al treilea A" cuprins în ambele: L" L' P L Numim //-sisteme //-capete maxime Prin metoda inducției transfinite, orice //-sistem poate fi completat până la //-sfârșit Observați următoarele proprietăți simple ale //-ends: ° Pentru orice set finit de elemente A,- //-end p, există un element A'Cp conținut în tot A; G p ° Dacă L; Cf, f=l, , și apoi Q Cf ! i= J ° Dacă λiCp și λ este o mulțime xa care conține λx, atunci λ ⊂ P- ° multimea xa A aparține //-sfârșitului p dacă și numai dacă pentru orice A'Cp avem A'P =/=A Proprietățile °- ° urmează automat din definiția //-end Să verificăm proprietatea ° Fie că nucleul deschis al multimii xa A se intersectează cu toate elementele Aa ale //-sfârșitului p Atunci toate seturile sistemului % = {[ P ] | Aa Cp} nu sunt goale Nu este greu de verificat dacă sistemul m)o este un //-sistem Să o completăm până la un //-sfârșit de îf Din proprietatea ° rezultă că A C p' și p ∩ Aa = L Dar atunci intersecția Q Aa/, care are un nucleu deschis nevid" i este cuprinsă în mulțimea X\țJ , al cărui nucleu este evident i golul este o contradicție Propunerea a fost dovedită Să notăm acum cu H(X) mulțimea tuturor capetelor H ale spațiului X În mulțimea H(X) definim topologia clasică, a cărei bază este mulțimea tuturor mulțimilor de forma , unde OA este înțeles ca mulțimea tuturor capetelor H care conțin mulțimea A ca element Această bază, definită ca bază deschisă, se dovedește, așa cum vom arăta acum, a fi închisă Teorema Spațiul H(X) este un spațiu Hausdorff bicompact cu dimensiuni zero inductiv În primul rând, demonstrăm următoarele formule: a) lgil \u d U d ; b) n \u d R (X) \ Ox \ Într-adevăr, fie p G OL , adică A € p Apoi, în virtutea proprietății °, și prin urmare, OA și a O a și l Să fie acum p € A și r , adică Ax și A € r Dacă A^p, atunci X\ Gp*) și, în consecință (în virtutea proprietății °), [(XXl) Γ) ] e p Dar [(X \ AJ P ] A , așadar Într-adevăr, A g p, adică p € a Deci, A l l A și OAz, adică egalitatea a) este dovedită Punând în el Ax = A, A = X\ și observând că orice R-terminal conține X ca element, obținem egalitatea b) Ne întoarcem acum la demonstrarea teoremei Rezultă direct din definiția topologiei că H(X) este un ^-spațiu Fiecare set deschis A, în virtutea egalității b), este închis În consecință, spațiul H(X) are o bază de mulțimi deschis-închis, adică H(X) este inductiv zero-dimensional Din zero-dimensionalitatea inductivă și /^-separabilitatea ♦) Prin Propunerea SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT rezultă că spaţiul //(X) este Hausdorff În sfârșit, să arătăm că H(X) este compact Să fie dat o acoperire a spațiului H(X) prin seturi de baze Dacă o subacoperire finită nu poate fi distinsă de această acoperire, atunci toate seturile xa ale formei P x\U sunt negoale În caz contrar, sistemul de multimi xa } este t I- J ar acoperi spațiul X și, în virtutea Propoziției , mulțimile a" ar acoperi //(X) În plus, este ușor să vezi asta OS • P sistem stabilit drăguț forme //-sistem [ prin- cât costă Dopol el acest //-sistem până la unele //-sfârşitul p Este clar că p nu aparține niciunei Ola, deoarece p conține, în special, toate mulțimile [X\La] Contradicția rezultată demonstrează că spațiul H(X) este compact Teorema a fost demonstrată Vom spune că //-sfârșitul lui p atinge punctul x, sau că x este punctul de contact al capătului // al lui p, dacă Q La Mulți- La€r Mulțimea //-capetelor având puncte de contact formează un subspațiu d(X) în spațiul //(X) al tuturor //-capetelor Propunerea Capătul H-terminal p atinge x dacă și numai dacă p conține închiderile tuturor vecinătăților lui x Dovada Fie p tangentă la un punct x și Ox o vecinătate arbitrară a acestui punct Prin Propoziția , una dintre mulțimile [Ox] sau X\Ox aparține p Dar din moment ce x(£X\Ox și xțA pentru orice A Cp, atunci [Ox] €p, ceea ce trebuia demonstrat În schimb, fie p conține închiderile tuturor vecinătăților lui x Prin proprietatea °, pentru orice A din p, mulțimea [X\A] nu aparține lui p; în consecință, X\A nu este o vecinătate a punctului x, adică x e A Propunerea a fost dovedită Consecinţă Pentru orice punct x, există un H-terminal care îl atinge Pentru a dovedi, este suficient să suplimentăm //-sistemul de închidere a tuturor vecinătăților punctului x până la //-sfârșit Astfel, atribuind fiecărui //-end pțh (X) punctul său (unic) de contact, obținem o mapare naturală lx: A(X) -> X a spațiului h(X) pe X SPAȚIU OBLIGAT ABSOLUT " § ] Spațiul hX este (cum vom arăta) aX absolut al spațiului regulat X, adică singura imagine inversă ireductibilă perfectă maximă a acestui spațiu Observație Dacă spațiul X este un //-spațiu închis (deci, cu atât mai mult dacă X este un spațiu bicompact), atunci toate //-terminalele p e H(X) au puncte de contact și absolutul aX = h( H) ~= H (X) este compact Să trecem la demonstrarea că h(X) este un absolut real al spațiului X Acest fapt de bază este o consecință a mai multor rezultate parțiale, pe care le vom formula și dovedi în mod constant Lema I Fie X un spațiu regulat Atunci maparea naturală y: d(X) -> X a spațiului d(X) pe XT este ireductibilă și perfectă Dovada Continuitatea lui y rezultă imediat din includerea λx (OAV\h(X)) ( > pentru orice multime de x A, pe care acum o vom demonstra Includerea lui l * ( A Гій (X)) urmează imediat din propunere Să demonstrăm includerea inversă Să luăm un punct arbitrar x care nu se află în Fie g = {[ x])~ //-sistemul de închideri al tuturor vecinătăților punctului x Să adăugăm; la //-sistemul g'= g și {[Ox A (X\A)]} Orice //-capătul lui p care conține //-sistemul atinge punctul x, deoarece pz>| În același timp, p^A, deoarece pEX\ Prin urmare, p(£ l, și, în consecință, x(£l*Ol Egalitatea ( ) este demonstrată Ireductibilitatea mapării lv rezultă automat din egalitatea ( ) Să demonstrăm că y este închis, că U ^ φ = Λ Deoarece ΛxX este bicompactă, există o mulțime V deschisă în ω(X) care conține η > x și nu intersectează φ cu φ A' A h(X) Atunci mulțimea deschisă Ax(Ol' Ax(X))= conține punctul x și nu intersectează mulțimea axF Închiderea lui ax este dovedit Demonstrarea lemei este completă SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT Astfel, spațiul h(X) (complet regulat ca subspațiu al lui H(X)) este mapat pe X printr-o mapare perfectă ireductibilă lx Cu alte cuvinte, h(X) este o imagine inversă perfectă ireductibilă a spațiului X Rămâne de demonstrat că această imagine inversă este imaginea maximă și, în plus, singura imagine inversă maximă, adică absolutul spațiului X, Fie f o mapare perfectă ireductibilă a unui spațiu regulat X pe un spațiu regulat Y Lemele privind mapările ireductibile demonstrate în § implică următorul rezultat principal pentru noi: Lema Orice mapare perfectă ireductibilă f a spațiului X la spațiul Y generează o mapare topologică bine definită f ' a spațiului h(X) la spațiul h(Y) care se extinde la o mapare topologică a bicompactului H ( X) la compactul H (Y) Dovada Știm (a se vedea corolarul Propoziției din § ) că, sub o mapare închisă ireductibilă f\ X > Y, mulțimea tuturor xn-urilor spațiului X este mapată izomorf pe mulțimea tuturor xn-urilor spațiului Y Este ușor de observat că această mapare izomorfă generează un homeomorfism spațiile H(X) și H(Y), iar orice capăt H care atinge jgheabul x trece la capătul H atingând punctul f(x), adică f*h(X)(Y) Să demonstrăm că dacă Dacă o mapare închisă ireductibilă f: X - * Y este compactă (adică, perfectă), atunci, invers, fiecare λ-terminal p^d(Y) sub mapare este imaginea unui λ-terminal q e h(X) și altele Cu alte cuvinte, harta considerată pe h(X) mapează h(X) topologic pe f(Y) Într-adevăr, să fie λ-terminal p€^(Y) să atingă punctul y și să fie p = ~f-(q) Mulțimea Φ = este compactă datorită compactității mapării f Sistemul de submulțimi închise {Фп Da|АаС І ale mulțimii bicompacte Ф este evident centrat și, prin urmare, are o intersecție nevide: Q (Ф П Аа) = Ф Л Q Аа У= Л, de unde urmează: Aa ∈ Q Aa*q rezultă că capătul λ al lui q are un punct de contact, adică q £ h(X) Lema este dovedită Din lemele și rezultă că spațiul h(h(X)) este homeomorf cu d(X) Să luăm acum în considerare mapările naturale și lx ale spațiilor /i(X), h(Y) pe X și respectiv Y și să demonstrăm următoarea propoziție: USD SPAȚIU OBLIGAT ABSOLUT Lema Orice mapare perfectă ireductibilă f a spațiului X pe spațiul Y poate fi reprezentată ca f = KYf-TLx\ ( > unde f* este (definită unic prin maparea f) maparea topologică a spațiului h(X) pe h(Y) În primul rând, observăm că din însăși definiția mapărilor ir rezultă că, indiferent de punctul x e X și xcnfa, avem = Într-adevăr, dacă atunci x=QAa; atunci f*x = A = {M fr = Qf Aa = nYf'x Și aceasta înseamnă că maparea f a este reprezentat sub forma ( ) *) În sfârșit, demonstrăm propunerea finală: Lema Spațiul h(X) este singurul spațiu care este o imagine inversă perfectă ireductibilă a oricărei imagini inversă perfectă ireductibilă a spațiului X Dovada Conform Lemelor II și , spațiul h(X) este ireductibil și perfect mapat pe orice pre-imagine perfectă ireductibilă a spațiului X Să fie acum un alt spațiu Xo mapat ireductibil și perfect pe orice pre-imagine perfectă ireductibilă a spațiului X, deci, în special, pe h(X), astfel încât există o mapare perfectă ireductibilă g a lui Xo pe A(X) Deoarece h(XQ) = h(h(X)) = h(X), avem o diagramă (unde / este maparea identității) /r(X) -/i(X) LHOI g i XQ-^h(X) g de unde g=Ign>x Dacă l" ar fi cu mai multe valori, atunci g ar fi și cu mai multe valori, ceea ce contrazice presupunerea ♦) Dacă /' este o mapare topologică arbitrară a spațiului h (X} pe spațiul h (K), atunci maparea f definită de egalitatea ( ) este "în general vorbind, o mapare multivalorică perfectă și ireductibilă O mapare multivalorică se numește perfect (ireductibil), dacă admite o reprezentare în forma f=PyP~x^ unde px este o mapare perfectă (ireductibilă) cu o singură valoare a unui spațiu Z pe X, iar py este un perfect (ireductibil) cu o singură valoare ) maparea aceluiași spațiu Z la Y Orice mapare perfectă ireductibilă f a spațiului X pe spațiul Y poate fi reprezentată în forma ( ) (vezi Ponomariov [ ]) spectre de proiecţie şi absolute -G adică topologică, maparea spațiului h(X) pe Ho - afirmația noastră este dovedită Rezuma: Teorema principală Spațiul complet regulat Ji(X), construit pentru orice spațiu regulat X, este singura imagine inversă maximă ireductibilă și perfectă, adică absolutul spațiului X Consecinţă Dacă fiecare H-terminal £ = {A} dintr-un spațiu regulat X are o intersecție nevidă, atunci X este compact De fapt, din ipoteza noastră că absolutul aX = h(X) al spațiului X este un spațiu bicompac X(X) = d(X), iar apoi X, ca imagine continuă a absolutului său, este și un spațiu compact Întrucât afirmația inversă acestui corolar este evidentă, atunci Un spațiu obișnuit este compact dacă și numai dacă fiecare sistem de mulțimi ka nevide din el are o intersecție nevide Am obținut din nou Teorema din Cap , a cărui dovadă elementară este dată în § al cap Luați în considerare, pentru un spațiu regulat dat X, spectrul -SxX, care este o relaxare completă a spectrului SxX Notăm spațiul limită S e X cu L, iar complexele zero-dimensionale ale spectrului S'KX cu Da Numim un punct (fir) § = {e*a} £ D ~ Da marcat daca a C\A'a^X este nevid; întrucât X este un spațiu Hausdorff, atunci a Mulțimea QA a constă dintr-un singur punct x = xxt Indicați a 'prin D mulțimea tuturor punctelor marcate ale spațiului bicompact D; am construit o mapare D -> X a mulțimii D în X se spune că mulțimea D (considerată ca subspațiu al bicompactei D) este homeomorfă spațiului h(X) (mai mult, acest homeomorfism se extinde la un homeomorfism al bicompactei D și H(X)) și, în consecință, este un absolut al spațiului X Mai mult, harta x'x este perfectă și o mapare ireductibilă a lui D pe X Pentru a demonstra această afirmație, avem nevoie de următoarele Propoziția Mulțimea tuturor elementelor firului de dimensiune zero t = {La} din spectrul xX este capătul H-terminal n = r (S) În schimb, dacă m] = {A^} este un capăt H-terminal , atunci intersecția m) Π a este formată din singurul element La și £ = {La} este un fir de dimensiune zero pentru care (evident) m|(t) = m] USD] SPAȚIU OBLIGAT ABSOLUT Dovada Dacă g = {Da} este un fir zero-dimensional al spectrului SKX, atunci, luând în mod arbitrar Dab^ și a* după a și a', obținem Cu alte cuvinte, dacă £ = {Da} este un fir de dimensiune zero, atunci mulțimea elementelor sale m| = m|(|) este un sistem /f Să demonstrăm că m](|) este un sistem H maximal Dacă sistemul R m] ar fi conținut într-un sistem R diferit de acesta = atunci ar exista ceva Δ ^ η]' Să luăm o partiție a care conține un element Δ^ Deoarece a conține și un element Da€l(I), partiția ar conține două elemente diferite ale H-terminal m/, ceea ce este imposibil Astfel, prima afirmație a Propoziției este dovedită Ne întoarcem la dovada celei de-a doua afirmații Dacă m) = {Dg} este un capăt λ, atunci, prin Propoziția , intersecția m]Π este nevidă și, în consecință, este formată dintr-un element Să demonstrăm că mulțimea B = {D } a acestor elemente este un fir al spectrului SHX, adică ce cu o! > dar întotdeauna A£, AZ Dar aceasta rezultă imediat din existența elementului D*^D LD * la capătul R-terminal (și din faptul că a) Propunerea a fost dovedită Avem astfel o mapare unu-la-unu m): D -+ H(X) a spațiului D pe spațiul H(X), pentru care, așa cum este ușor de observat, Din această egalitate concluzionăm că maparea m ] mapează baza deschisă a spațiului D la baza deschisă a spațiului H(X) În consecință, r) este un homeomorfism între spațiile D și H(X), și T]D = f(X) Deci există un loc Teorema (Ponomarev) AX absolut al unui spațiu regulat K este spațiul D\ și D = H(X) Observația Dacă un spațiu X are greutatea w, atunci aX lui absolut are greutatea ^m = w și cardinalitatea ^ T = /n Acest lucru decurge direct din faptul că aX este un subspațiu al spațiului bicompact Txaa Aceste estimări nu pot fi îmbunătățite: da, dar absolutul mulțimii compacte N, constând dintr-un număr numărabil de puncte izolate N și un punct limită, este spațiul pM (prelungirea Stone-Cech a seriei naturale N), care are greutatea c = ^° și cardinalitatea e (vezi § , p ) Teorema (Ponomarev [ ]) AX absolut al spațiului paracompact X coincide cu limita relaxării complete a spectrului maxim Sj X Dovada Vom numi un fir al spectrului S(; X nevid dacă intersecția elementelor sale este nevide În demonstrația teoremei din § , am obținut că toate firele spectrului S; X SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT (în special firele cu dimensiuni zero) nu sunt goale Este ușor de verificat că mulțimea de elemente dintr-un fir t cu dimensiune zero*) formează un sistem H (pentru a verifica acest lucru, este suficient să repetam textual demonstrația acestei afirmații pentru un fir χ cu dimensiune zero, care , în virtutea lipsei de vid a firului g, este un sistem θ, adică de exemplu //-sistemul având un punct de contact) Am stabilit deja o corespondență unu-la-unu între sistemele d și firele χ zero-dimensionale nevide, și anume, fiecare fir χ nevid a fost asociat cu sistemul d al elementelor sale Prin urmare, pentru a completa demonstrația teoremei, este suficient să se demonstreze Propoziția Fiecare fir i nevid = este completat în mod unic cu un fir ț nevid == ggx; în plus, firele ggx și gx constau din același set de elemente Dovada Mai întâi demonstrăm că orice partiție a e Cx conține un element Aa, care este, evident, singurul element aparținând firului dat nevid gx Pentru a demonstra acest lucru, notăm cu xc singurul punct care aparține tuturor mulțimilor Λ £ £ x Fie ci = {A^, , A$a\ mulțimea tuturor elementelor partiției a care conține punctul x Punem a' = a\(y, B=a' = [X\o] Dintre elementele partiției finite {A^, La" B} a spațiului X, unul și numai unul este conținut în gx Acest element nu poate fi B , deoarece x e Β, deci unul dintre elemente Astfel, fiecare a ∈ gx conține un element unic La al catenei |x Să arătăm că colecția ξ = -{La} obținută este un fir g, adică că pentru a' > a avem Aa, Aa (și deci £'Aa, = Aa)~ Mulțimea tuturor Aa este / /-sistem (ca mulțime a tuturor elementelor firului x gx), prin urmare, pentru La și La, există un element A*€£x aflat în AanAa; dar din moment ce a' > a, atunci Aa este cuprinsă într-un singur element al compartimentului a și nu are puncte interioare comune cu niciun alt element al acestui compartiment; de aceea rezultă din A* e LaP Aa că Aa, > Aa, astfel că £ = {La} este un fir g, iar Propoziţia este demonstrată Astfel, avem un homeomorfism natural între spațiile SțX și A(X) Aceasta demonstrează teorema § Spații extrem de deconectate Un spațiu topologic se numește extrem de deconectat dacă este regulat și granița fiecăreia dintre mulțimile sale canonice (deschise sau închise) este goală Deoarece *) Pentru a distinge în continuare între firele spectrelor SxX și SțX, le vom numi x-thread și, respectiv, g-thread USD] SPAȚII EXTREM DECONECTATE Seturile ia- și ho-se sunt reciproc complementare, atunci nu contează dacă în această definiție granița seturilor ua- sau ho-se cere să fie goală Evident, spațiile extrem de deconectate pot fi definite ca spații regulate care îndeplinesc oricare dintre următoarele condiții: D Toate seturile x ale spațiului X sunt închise ° Toate seturile x sunt deschise ° Închiderea oricărui set deschis este deschisă ° Nuezul deschis al oricărui set închis este închis ° Seturile deschise disjunse au închideri disjunse Orice spațiu X extrem de deconectat este, evident, inductiv zero-dimensional În § s-a demonstrat că o mapare continuă închisă a unui spațiu X pe un spațiu Y este ireductibilă dacă și numai dacă pentru orice mulțime nevide U deschisă în X mulțimea f# U este deschisă și nevidă Să deducem de aici Propozitia O mapare continua inchisa ireductibila f a unui spatiu Hausdorff X pe un spatiu Y extrem de deconectat este topologica Dovada Este suficient să demonstrăm că maparea f este unu-la-unu Să presupunem că nu este cazul, adică în spațiul X există două puncte xx și x mapate la un punct y g Y Punctele xx și x au vecinătăți care nu se intersectează xx și x Imaginile lor mici xx și f * xt sunt deschise și nici nu se intersectează Atunci nici închiderile lor nu se intersectează Dar f/€fOx, sf[Ox,] = [f#Ox,] și deci y £ [f* Oxt] Π [/* x ] Contradicția rezultată completează demonstrația propoziției Teorema Absolutul aX*=h(X) = D al unui spațiu regulat X este extrem de deconectat Spațiul H(X)=>D este de asemenea extrem de deconectat Dovada În primul rând, observăm că un subspațiu dens peste tot al unui spațiu extrem de deconectat este extrem de deconectat Aceasta rezultă imediat din formula [Ol Ho]y j rezultă din proprietatea ° a capetelor λ (vezi § ) și din închiderea mulțimii Ox -i Să demonstrăm invers incluzând-L și J op, ] Fie oA o vecinătate arbitrară a punctului p Atunci L Deci, A există un a astfel încât A =U=A Deci orice cartier punctul p se intersectează cu ich , adică ich • Egalitatea (*) a L a j dovedit; teorema se demonstrează împreună cu ea Teorema implică Teorema Pentru ca spațiul Xx să fie un absolut al unui spațiu X, este necesar și suficient ca X să fie extrem de deconectat În acest caz, spațiul Xo este absolutul în sine Spațiul H(X)=D Pentru orice spațiu regulat X, spațiul bicompact H(X) = D este un spațiu extrem de deconectat și, prin urmare, fiind o extensie compactă a spațiului aX=*h(X) = D, este în mod necesar maximul său (adică, Piatra) -Cech) extensie $aX, deoarece cititorul poate verifica cu ușurință că fiecare mapare naturală de la o extensie compactă la alta este ireductibilă Deci, pentru orice X avem H(X) = $h(X) (D = PD) Fie acum X un spațiu complet regulat Să demonstrăm că atunci H(X) = a$X și, prin urmare, $aX = a$X Din egalitatea H(X) = $aX, în virtutea Teoremei § Ch , rezultă că există o hartă n: H(X) - pX a unui spațiu bicompact H(X) în PX, care este o extensie a hărții A(X) - X Din ireductibilitatea mapării ax rezultă ireductibilitatea mapării n Astfel, un spațiu bicompact extrem de deconectat H(X) este o imagine inversă perfectă ireductibilă a lui PX, adică absolutul spațiului pX Se demonstrează formula /(X) = apX = paX Deoarece fiecare extensie compactă Hausdorff a unui spațiu X complet regulat este o imagine inversă perfectă ireductibilă a spațiului PX, atunci adX=apX = paX = / (X) = D ( ) USD] SPAȚII EXTREM DECONECTATE - toate extensiile compacte Hausdorff ale spațiului X au același absolut Luați în considerare, în special, spațiul N, care constă dintr-un număr numărabil de puncte izolate Este extrem de deconectat și, prin urmare, coincide cu absolutul său Prin urmare, pentru orice extensie compactă bN avem abN=a$N = $aN = $N ( ) Unele proprietăți ale DG În această subsecțiune vom demonstra că greutatea lui Af este c și puterea este e După cum știm, un cub Tikhonov de greutate c are o submulțime densă A numărabilă peste tot (vezi p ) Să considerăm o mapare /c, care mapează (unu-la-unu) mulțimea N pe mulțimea A Maparea /c Deoarece imaginea continuă a unui spațiu compact este compactă, mulțimea φ Λ este compactă și, prin urmare, este închisă în /c În același timp, ) În consecință, mulțimea a tuturor submulțimii deschise canonice ale spațiului pW este într-o corespondență unu-la-unu cu mulțimea tuturor submulțimii multimii N adică are cardinalitatea #° = c Pe de altă parte, submulțimile deschise canonice formează o bază în orice spațiu semiregular, în special, în pA Prin urmare, greutatea spaţiului pM' nu depăşeşte cardinalitatea continuumului § Spații coabsolute Se spune că un spațiu regulat X este coabsolut cu un spațiu regulat dat Y dacă absolutele aX și aY ale spațiilor X și Y sunt homeomorfe Astfel, pe clasa tuturor spațiilor regulate, este definită o relație co-absolută, care în mod evident satisface proprietățile reflexivității, simetriei și tranzitivității, adică este o relație de echivalență (vezi p ) Teorema Pentru ca spațiile regulate arbitrare X și Y să fie co-absolute, este necesar și suficient să existe un spațiu regulat Z și hărți perfecte ireductibile f: Z->X și g: Z->Y Dovada Să presupunem că spațiile X și Y sunt co-absolute Atunci există un homeomorfism al absolutelor lor h: aX - + aY Fie Z = aX f = g = nYh Spațiul Z este regulat ca o submulțime a spațiului bicompact H(X) iar mapările fug sunt perfecte și ireductibile în virtutea Lemei din § În schimb, să fie date un spațiu regulat Z și hărți perfecte ireductibile f: Z->X și g: Z->Y Apoi, după Lema din § , aX absolut al spațiului X este homeomorf față de aZ absolut al spațiului Z, care la rândul său este homeomorf față de aY absolut al spațiului Y Teorema este demonstrată Din această teoremă rezultă Teorema Toate mulțimile compacte infinite în care punctele izolate formează peste tot submulțimile dense sunt absolute pe perechi Într-adevăr, este suficient să arătăm că absolutul oricărui astfel de set compact X este homeomorf pentru spațiul V Fie A mulțimea tuturor punctelor izolate ale unei mulțimi compacte X Mulțimea " SPAȚII EXTREM DECONECTATE este deschis, numărabil și dens peste tot în mulțimea compactă X Identificând mulțimile A și N, obținem că spațiul X coincide cu o oarecare extensie compactă bN a spațiului numerelor naturale N Prin urmare, prin egalitățile ( ) de la pagina , avem aX = abN = $N Indicăm acum o altă clasă de mulțimi compacte coabsolute Dar pentru aceasta, demonstrăm mai întâi o afirmație auxiliară, care este de interes independent și arată că există destul de multe mapări ireductibile Lema Fie f: X -► Y o mapare bicompactă arbitrară *) a unui spațiu arbitrar X pe spațiul Y Atunci există o mulțime închisă în X care este mapată ireductibil pe Y prin maparea f Dovada Setăm X^ = X și presupunem că pentru toate numerele ordinale p p' avem X^aXp/ Dacă A este un număr ordinal izolat, X = p + , dacă maparea f este ireductibilă pe mulțimea X, atunci construcția este completă și se găsește mulțimea necesară Acum să fie X numărul transfinit limită Apoi setăm Xx = Q Xx și demonstrăm că pentru orice punct y £ Y |i Y se numește bicompactă dacă pentru orice punct y e Y preimaginea sa completă / lr/ este bicompactă SPECTRE DE PROIECTIE SI ABSOLUT există o submulțime închisă Y a discului Cantor tinuum Π astfel încât maparea f: Y → X este ireductibilă Deoarece nu există puncte izolate în spațiul X și maparea f: Y -► X este ireductibilă, nu există nici puncte izolate în spațiul Y Prin Teorema de la p , mulțimea Y, ca submulțime perfectă nevidă a discontinuului Cantor P, este homeomorfă întregului discontinuu P Pe de altă parte, prin Lema din § , absolutele spațiilor X și Y sunt homeomorfe, prin urmare absolutul mulțimii compacte X este homeomorf la absolutul discontinuumului Cantor Teorema este demonstrată Acum dăm următoarea Definiție datorită lui VI Ponomarev O familie de submulțimi deschise ale unui spațiu topologic X se numește n-bază a acestui spațiu dacă fiecare mulțime deschisă nevide U a spațiului X conține o mulțime nevide V aparținând familiei Orice bază deschisă a spațiului X este, evident, și baza sa n Dar, după cum vom vedea mai jos, conceptul de bază n este mult mai larg decât conceptul de bază deschisă Cea mai mică cardinalitate a n-bazelor unui spațiu X se numește n-greutatea sa și se notează cu li>X Evident, n-greutatea unui spațiu arbitrar nu depășește greutatea acestuia Următoarea afirmație conectează greutatea n într-un mod neașteptat cu mapări ireductibile Propoziția Dacă există o mapare ireductibilă închisă ț a spațiului X pe spațiul Y, atunci li > X = li > Y Dovada Dacă = {V} este o bază n a spațiului X, atunci prin Propoziția din § familia ^# = |/#y| este o bază n în spațiul Y Prin urmare, nwY ^ndoX Dar dacă = {V} este o bază n în spațiul Y, atunci familia = este o bază n a spațiului X și, prin urmare, n > X > ndoY Într-adevăr, pentru orice mulțime deschisă nevide U a spațiului X, imaginea sa mică f*U este nevidă și deschisă de aceeași Propoziție din § Atunci f~'V A, n= , , } este o bază n a spaţiului X Se demonstrează propoziţia Teorema (Ponomarev ( )) Pentru ca un spațiu compact X să fie coabsolut cu un spațiu compact, este necesar și suficient ca n-greutatea lui X să fie numărabilă Dovada Necesitatea rezultă din Propunerea Să verificăm suficiența Fie o n-bază numărabilă într-o mulțime compactă X Se spune că o pereche de elemente nevide U, V ale unei n-baze se distinge dacă Pentru orice pereche distinsă U, V fixeaza functia fuv: X-*[ ; ] = /^, astfel încât fuv [ ] = și fuv(X\V) = l (o astfel de funcție există prin lema lui Urysohn) Setul tuturor perechilor marcate este numărabil Acum construim o mapare f a unui spațiu bicompac X într-o cărămidă Hilbert /^° = ^/ot în modul standard, setând f egal cu produsul diagonal* al mapărilor (vezi p ) Să arătăm că maparea f: X -*fX este ireductibilă Fie W o submulțime deschisă nevidă a unui spațiu bicompact X Prin definiția unei n-baze, W conține un element nevid al bazei n S În virtutea regularității lui X, există o Mulțimea deschisă nevid Γ astfel încât [Γ] > K În cele din urmă, mulțimea Γ conține un element nevid U al bazei l Astfel, am găsit o pereche marcată {U, V} aflată în W Fie liѵ\ іK°-*IIv proiecția cărămizii Hilbert ^° = P Іu'V' pe factorul OT Apoi, după definiția produsului diagonal, avem fuv = nuvf • Prin urmare, pentru orice punct t al segmentului II și v, egalitățile* f V( = f"ljr V( - În special, această egalitate este adevărată pentru / = Dar În același timp fX P l^V ( ) f [{/] Prin urmare, pentru orice punct avem f~ y^fâ v( )^V^W Prin urmare,, imaginea mică f#W a mulțimii W conține mulțimea f[U] și, prin urmare, este nevidă Conform Propoziției din § , harta f: X -* fX este ireductibilă După lema din § , spațiile X și fX sunt co-absolute Dar fX este compact ca un subset închis al unei cărămizi Hilbert Teorema este demonstrată LITERATURĂ Aleksandrov P S [ ] Sur Ies espaces de la premiere classe et Ies espaces abstraits, CR Acad sci Paris ( ), - [ ] Zur Begrundung der n-dimensionale mengentheoretischen Topologie, Math Ann ( ), - ( ] Ueber stetige Abbildungen kompakter Râume, Proc Koninkl Acad Amsterdam ( ), - ; Math Ann ( ), - [ ] Untersa* hungen liber Gestalt und Lage abgeschlossener Mengen, Ann Matematică ) ( - ), - ( ] Sur Ies suites des espaces topologiques, CR Acad Sci Paris ( ), - ( ) Despre teoria spațiilor topologice, DAN SSSR ( ), - [ ] Despre extensii bicompacte ale spațiilor topologice, Mat sat ( ) ( ), - ( ] Despre conceptul de spațiu în topologie, Uspekhi Mat Nauk , nr ( ), - [ J Teoreme fundamentale de dualitate pentru mulțimi neînchise, Mat sat ( ), - { ] Topologie combinatorie, Moscova, Gostekhizdat, [ ] Prelegeri de geometrie analitică, Nauka, Aleksandrov P S , Pasynkov B A [ ] Introducere în teoria dimensiunii, "Nauka", Aleksandrov P S , Uryson P S [ ] Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une classe (L) soit une classe (O), CR Acad sci Paris ( ), - [ ] Memorie despre spații topologice compacte Ed , "Știință", Alexandrov P S , Hopf X (AlexandroffP , HopfH ) [ ] Topolcgie, I, Berlin, Springer, Arkhangelsky A V [ ] Teorema adunării pentru greutatea mulțimilor aflate în spații compacte, DAN SSSR , nr ( ), - [ ] Despre cardinalitatea spațiilor compacte care satisfac prima axiomă de numărare, DAN SSSR , nr ( ), - Zaitsev V I [ ] Despre teoria spațiilor Tihonov, Vesti Universitatea de Stat din Moscova, ser Mat , Nr ( ), - [ ] Despre unele clase de spații topologice și prelungirile lor bicompacte, DAN SSSR , nr ( ), [ ] Spectre de proiecție, Tr Moscova, mat Insulele, vol ( ), - Ivanovski L N [ ] Pe o ipoteză a lui P S Aleksandrov, DAN SSSR , nr ( ), - Yeh T (Jecdi T J ) [ ] Teoria mulțimilor și metoda forțarii, Mir, LITERATURĂ Kuzminov V I C] despre conjectura lui P S Aleksandrov în teoria grupurilor topologice, DAN SSSR , nr ( ), - Kuratovsky K [ J Topology, vol , "Mir", , vol , "Mir", K u rosh A G [ ] Kombinatorischer Aufbau der bikornpacten topologischen Răumen, Corn-positio Math ( ), - "Lefshets C [ ] Topologie algebrică, IL, Mishchenko A [ ] Despre spații în sfârșit compacte, DAN SSSR , nr ( ), - Ponomarev V I [ ] Despre proprietăți de tip compactitate, Vesti Universitatea de Stat din Moscova, ser Mat , nr ( ), - [ ] Paracompacta, spectrele lor de proiecție și mapările continue, Mat sat , nr ( ) - [ ] Despre absolutul unui spațiu topologic, DAN SSSR , nr ( ), - [ ] Despre spații co-absolute cu spații metrice, Uspekhi Mat Nauk , nr ( ), - Smirnov Yu M [ ] Spații de proximitate, Mat sat , nr ( ), - Piatra A (Piatra A N ) [ J Paracompactitate și spații de produs, Bull amer Matematică soc ( ), - Piatra M (Piatra MH) [ ] Aplicații ale teoriei inelelor booleene la topologia generală, Trans amer Matematică soc ( ), - - Hausdorff F [ ] Teoria seturilor, ONTI, Cehă (Se cu h E ) [ ] Sur la dimension des espaces parfaitement normaux, Bull Int Acad sci de Boheme ( ), - [ ] Pe spații bicompacte, Ann Matematică ( ), - Shanin HA [ ] Despre produsul spațiilor topologice, Tp Mat in-ta Academiei de Stiinte a URSS Steklova, XXIV, Editura Academiei de Științe a URSS, Shchep și E V [ ] Funcții reale și spații apropiate de normal, Sib și , nr ( ), - INDEX SUBIECTULUI Spațiul obișnuit absolut Axioma de separabilitate To (axioma lui Kolmogorov) ?! T T (axioma regularității) T (axioma normalității) - numărabilitate secundă primele - Zermelo (axioma la alegere) Axiomele de echivalență Spațiul de bază în punctul (bază locală) normal simetric - familii de seturi aditiv multiplicativ Bicompact - diadic - zero-dimensional Greutate spațială local Inscripția - steaua - combinatorie Scăderea spațiului Stabiliți limita Marginea superioară - mai jos Colon simplu - conectat - lipicios Set diametru Reducere Antoine - greutate m (D^) - Cantors (Cantor perfect set) Set de închidere Setul de stele - punctele "Scara" lui Cantor Cvasi-component Clasa dreapta sus - stânga jos - numerele ordinale ale puterii sh - reductibilitatea Compact Rezumat complex - simplist - plin Componenta ordinal - aglomerare - punctele Continuare , - Jordans - Ser pi o anumită secundă -prima Problemă de continuu Confinalitate Multiplicitatea unei familii de mulțimi Curba Peano - algebric plat Lemma Vedenisova - comprimarea acoperirilor finite de acoperiri finite punctual - Urisona mare mic - Shura-Bura Metrica Seturi disjunctive - a comandat similar - separabil funcțional - echivalent (echivalent) Set - infinit - Borel (B-set) - destul de limitat INDEX SUBIECTULUI - Un set bine ordonat - dens peste tot - categoria a doua - convex (în Rn) - închis , este un canonic închis (xx-set) deschis (ho-set; - compact în sine - finala - regizat - nicăieri dens - limitat - deschis , - deschis-închis - mapări de la X la Y - categoria I - dens într-un set deschis - gol - perfect - cuplat - numărând - comandat inchis continuu deschis - dezmembrarea a de funcții! - parțial comandat - e-linked Puterea acestui tip ordinal este - continuum seturile Inegalitatea Cauci-Bunyakovsky Nervul unei familii de seturi Filament cu spectru de proiecție maxim minim - spectrul Suprafața spațiului conectat individual Imaginea setului mic Unirea (suma) seturilor Limita de afișare Cartier sferic - punctele Relația coabsolută - echivalența Afișajul - bicompact - unu la unu - închis - izometric Cartografierea discontinuumului Cantor pe un segment - perfect ireductibil cu multe valori - "pe" - continuu la punctul - ireductibil - limitat - deschis - uniform continuu - simplicial b - perfect - topologic (homeomorfism) - factorial Segment al unui set bine ordonat tăiat de elementul Paracompact Setați intersecția Densitatea spațiului Subsetul - dens - ordin convex - dens - a ordonat Sub-acoperire Subordonarea - elementar Acoperire - închis - stea-finală numărabil - finala - multiplu finit (finit punctual) - local final - deschis Relaxare cu spectru complet Jumătate de segment Reumplerea spațiului - linia numerică Tipul ordinal Ordinea alfabetică (lexicografică) - natural - conectivitate în zonă Secvența este complet divergentă - staționar - fundamentale Prebaza Limita superioară a spectrului - mai jos - plin (spațiu limitat) Antoine exemplul INDEX SUBIECTULUI Principiul alegerii generalizat - Convergența Cauchy - inducție transfinită Produs metric - seturi - capacitati - afișează diagonala simplă - tipuri ordinale - spații topologice Derivată a unei mulțimi Imagine inversă Spații coabsolute Spații bicompacte - Baer - Volman - Ponomarev - complet incoerent -discontinuu -obișnuit - Hilbert - generalizat - dat setul comandat - "două săgeți" - permit zdrobirea - inductiv zero-dimensional - inițial compact - cvasinormal - compact , - la punctul - compact local -compact - conectat - metrizabil - metric -plin - normal ereditar - functii continue pe segmentul - incoerent - normal - o pereche de compact - semiregulat - condus - regulat - conectat - separabil - foarte paracompact - coabsolut la un spațiu regulat dat - perfect normal - "săgeată" - compact numărabil - topologic - compact final , - Frechet - Urysona - Hausdorff Spațiul este extrem de deconectat - -închis - x - s - euclidian n-dimensional - ( , R )-compact Setați partiția - spațiu topologic Descompunerea unui număr real a fracția infinită Dimensiune inductivă mare mic - dim Setați diferența Distanța dintre seturi mapări - de la un punct la un set Extensie bicompactă maxim (Piatră - Cehă) - punctul unic Proprietățile (axiomele) unei închideri - operații pe mulțimi Proprietatea reflexivității - simetrie - tranzitivitatea - Suslina Segmentul Rețeaua spațială Secțiunea unui set ordonat Dedekind ("sărit") Simplex al unui câmp dat de vârfuri Sistem de mulțimi disjuncte discret stele sfârșit numărând desigur ramificare conservator se încheie local cuplat - - ramificare numărabilă (sistem A) centrat maxim v-corect - șlefuirea acoperirilor Corespondență unu-la-unu - asemănări Relații de dualitate Spectrul de proiecție INDEX SUBIECTULUI Spectrul spațiilor topologice Spectre de proiecție puternic echivalente - - echivalent cu Seturi de caroserie - familiile subgrupurilor Teorema lui Arkhangelsky - Bolzano - Weierstrass - Borel I - Lepe ha - Baer - Hausdorff - Weierstrass - Piatra - Ducker - Zaitseva - Cantor , - Cantor - Bernstein - Lindelof al doilea - primele - metrizare Aleksandrova - UrySona - - Nagaga - Smirnova - - Urysona al doilea - primul - pe cea mai mare valoare a unei funcții reale pe un compact - - continuarea funcțiilor continue - implementări pentru spectre abstracte - Piatra A mare - - privind paracompacitatea spațiilor metrice - Stone-Cech pe extensia maximă bicompactă - Tikhonova secunda - primele - Urysona la scufundare - Zermelo Teoreme despre bicompacta diadice Topologie închisă - deschis - subspații (induse) - factorial Thor Punct în interiorul , - izolat - Cantor discontinuum de al doilea fel -Primul fel - condensare - compactitatea locală Punct de acumulare complet - limita - atinge , nu este rațional în Rn Condiție de cvasi-normalitate G - Cauchy - x-normalitate și Lanț de seturi - A-sisteme Ій Număr algebric - dnohno-rațional - actual - irațional - cardinal neregulat F - - de neatins - - obișnuit " - - orbital electric - ordinal - - clasa a doua - gen (limitativ) - - neregulat - - putere inițială t - - clasa întâi - fel (izolat) & - - obișnuit - transfinit - transcendental Linia numerică - topologic Miezul unui set deschis - lanțuri ale sistemului L - sisteme L L-set , set G?,-set //-sfârșitul //-sistemul și-termină e-componentă reteaua lanțul electronic x-end xa-set xo-set l-base l-greutate l-end l-set Pavel Sergheevici Alexandrov Introducere în teoria mulțimilor și topologia generală M , , pagini cu ilustrații Editori: V V Fedorchuk, F I Kizner Tehnician, redactor L V Likhacheva Coritor V P Sorokina Predat setului /X Semnat pentru publicare la ianuarie LZumaga X */iv Fiz cuptor l Condițional cuptor l Uch-ed l Tiraj de exemplare Prețul cărții este de p k Ordinul nr Editura "Nauka" ^ Ediția principală a literaturii fizice și matematice , Moscova, JB- , Leninsky prospect, Tipărit din matrițe realizate de Ordinul Revoluției din Octombrie și Ordinul Steagul Roșu al Muncii Prima tipografie exemplară, numită după A A Zhdanov Soyuzpoligrafprom din cadrul Comitetului de Stat al Consiliului de Miniștri al URSS pentru edituri, tipărire și comerț cu cărți Moscova, M- , Gross, , în tipografia a -a a editurii Nauka, , Novosibirsk, , Stanislavsky, Ordinul nr 